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Resumen

El objetivo del presente trabajo se centra en analizar la problemaética asociada
con el estudio de las dos variables que influyen en la determinacién de la pérdida
técnica para el negocio asegurador. En este sentido, son puestas a prueba dos meto-
dologias para el calculo de los siniestros totales esperados en una cartera de seguros
de autos en Brasil. En primera instancia, se consideré un modelo estadistico univa-
riado denominado tradicional, del cual se encontré que la distribucién Log-Normal
fue la de mejor ajuste. Como segunda metodologia, fue calibrado un modelo de
copula que permite incorporar distintos tipos y grados de asociacién estocéastica
para las variables frecuencia y severidad. Los resultados mostraron que estas pre-
sentan comportamientos extremos, con una correlaciéon de Kendall negativa y baja
(-0.24), pero que rechazan la hipétesis de independencia al 5% de confianza. Con
este marco, la cépula de Clayton rotada 270 grados, con marginales Exp-Poisson y
Log-Normal para la frecuencia y severidad respectivamente, presenté las mejores
estimaciones de pérdida llegando a una diferencia de 12 % con la pérdida prome-
dio empirica de la base. Para finalizar, se detecté que asumir independencia entre
severidad y frecuencia para este caso de estudio, llevaria a sobrestimaciones signi-
ficativas de la pérdida esperada.
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The main objective of this paper is to analyze the problems associated with the
study of the variables that influence the determination of the technical capacity
for the insurance business. In this sense, we tests two methodologies for calculating
the total expected losses in a real portfolio of car insurance. In the first step, we
modeled a conventional univariate statistical model, where we found that the Log-
Normal distribution was the best fit. As a second methodology, a copula model was
calibrated to incorporate the stochastic association between variables frequency
and severity. The results showed that both distribution have extreme behaviors,
with a negative and low Kendall correlation (-0.24), but that reject the hypothesis
of independence at 5% confidence. The rotated Clayton 270 degrees copula, with
the marginal distributions Exp-Poisson and Log-Normal for frequency and severity
respectively, presented the best estimates of the expected loss with a difference of
12 % in relation with the empirical expected loss of the real data base. Finally, we
detected that the hypothesis of independence between severity and frequency for
this practical exercise leads to significant overestimates of the expected loss.

Keywords: Mixed - Stochastic Association - Expected Loss.

1. Introduccion

En el drea actuarial, el correcto modelado y estimacion de la distribucién de pérdi-
da total de una cartera de seguros constituye un eje central para el proceso de
administracién del riesgo. Desde un punto de vista individual, permite determinar
la prima y las cargas correspondientes a cada asegurado. Desde un nivel agrega-
do, cuantificar el riesgo de la cartera significa establecer la capacidad total y de
retencién de la misma, lo que llevara a su correspondiente trato con contratos de
reaseguro (Shi, Feng, & Ivantsova, 2015).

En la variada literatura de este tema se encuentra presente el supuesto de inde-
pendencia, lo cual puede significar un andlisis restrictivo y llevar a un sesgo en la
estimacion de los pardmetros, y por lo tanto, de la distribucién predictiva (Kramer,
Brechmann, Silvestrini, & Czado, 2013). Por tal motivo, Gschlofil & Czado (2007)
relajan dicho supuesto y modelan el monto promedio incluyendo como covariable
al nimero de siniestros, la cual resulta significativa. En adelante, diversos trabajos
? por ejemplo en Czado, Kastenmeier, Brechmann, & Min (2012) - desarrollaron
modelos basados en Song, Li, & Yuan (2009), donde se presenta una nueva meto-
dologia para la aplicacién de los GLM al analisis de regresién conjunta con datos
correlacionados mediante una cépula Gaussiana.

De este modo, adentrandonos en la problematica asociada con la posibilidad de
considerar tipos de dependencia mas generales y flexibles para las variables canti-
dad de siniestros y monto promedio de pagos, el eje del trabajo se centra en aplicar
y comparar dos metodologias para el calculo de pérdida esperada a una cartera
real de seguros de automéviles en Brasil.

El presente articulo se estructura de la siguiente manera. La segunda seccién es un
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breve resumen de la teoria de cépulas, donde se resaltan los teoremas principales
y familias de copulas que se tendran en cuenta en el apartado de aplicaciéon a una
serie de datos. Luego, la seccion tres se centra en la aplicacién de dos metodologias
para calcular la pérdida esperada. En la primera, con el objetivo de definir com-
pletamente el modelo de pérdida total para el caso tradicional, se estimaron los
parametros para las distribuciones Log-Normal, Weibull, Pareto y Gamma, luego,
una vez seleccionada la distribucién teérica de pérdida, se estimé la esperanza.
Con respecto a la segunda metodologia, se utilizé6 un modelo de cépula para el
modelado conjunto del monto de los pagos y el numero de siniestros. Consideran-
do la distribuciéon marginal del pago por siniestros, se propone el testeo para la
distribucién Gamma, Weibull y Log-normal. En cuanto a la distribuciéon marginal
para la frecuencia de siniestros, a causa de que la frecuencia en la base de datos
estudiada no es una variable entera debido a que se encuentra ponderada por la
exposicién de las pédlizas, se estimé un modelo Exponencial y Exp-Poisson. Poste-
riormente se probaron familias de cépulas conocidas: Gaussiana, Frank, Gumbel
rotada y Clayton rotada. Una vez modelada la cépula, se estimé la perdida es-
perada. Finalmente, se tiene la cuarta seccién donde se exponen los resultados
principales obtenidos y recomendaciones para futuros trabajos.

2. Cépulas

Siguiendo a Nelsen (2006), podemos entender las cépulas desde dos perspectivas.
En primer lugar, como funciones que unen o “copulan” una funcién de distribu-
cién multivariada con sus funciones de distribucion marginal univariantes, o, de
otro modo, como funciones de distribuciéon conjuntas cuyas marginales unidimen-
sionales se distribuyen uniforme. En el sentido de la primera caracterizacion, la
copula representa una forma paramétrica conveniente para modelar la estructura
de dependencia en distribuciones conjuntas con 2 o mas variables aleatorias. De la
segunda, surge la posibilidad del uso de estas funciones como una fuente para la
construccién de distribuciones multivariadas a partir de definir correctamente las
marginales a ser insertadas dentro de la misma.

Sin embargo, para que esto sea posible, resulta necesario que las cépulas cum-

plan con ciertas propiedades. En particular, dada una cépula bidimensional con

variables aleatorias X e Y, cuyas funciones de distribucién marginales son F(X)

y F5(Y), respectivamente, y denotando v = F;(X),v = F»(Y), se debe cumplir
que:

Cu,v) : [0; 1)2[051] — [0;1] (1)

C(u,0) =C(0,v) =0;C(u,1) =u;C(1,v) = v (2)

para todo ug,ug,v1,ve en [0;1] tal que u; < ug y v1 < vg se tiene que
C((’UQ,UQ)—C(’LLQ,’Ul) —O(Ul,U2)+C(U1,U1) ZO (3)
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La primera propiedad establece que la cépula actia sobre el rango de dos funciones
de distribucioén, y las siguientes 2 postulan condiciones sobre los valores asignados
en el conjunto de salida de esta, que permiten que cualquier funcién de distribucién
bivariante pueda ser una cépula (condiciones de frontera y propiedad 2-creciente).

El concepto de cépula fue introducido en el contexto de espacios métricos proba-
bilisticos por Sklar, dando respuesta concreta a uno de los problemas formulados
por M. Fréchet acerca de la relacién entre una funcién de distribucién multidimen-
sional y sus marginales de menor dimensién. En dicho trabajo, Sklar demuestra
mediante el teorema que ahora lleva su apellido, que una funcién de distribu-
cién conjunta puede ser expresada a partir de sus distribuciones marginales y una
copula que establezca la relacién funcional entre ellas, la cual es nica en caso de
tratarse con marginales continuas. En términos formales,

Teorema de Sklar. Sea H una funcion de distribucion conjunta con marginales
Fy y Fs. Eziste una copula C' tal que para todo x,y € R:

H(z,y) = ClFi(x), F2(y)] (4)

Si Fy y Fy son continuas, entonces C es unica; en cualquier otro caso C' solo estd
determinada de forma unica sobre el conjunto RanFixRanFs. También, si C' es
una copula dada, Fy y Fy funciones de distribucion dadas, entonces H definida
mediante (4) es una funcion de distribucion conjunta con marginales Fy y Fs.

En el caso de trabajar con vectores aleatorios con funciones de distribucién mar-
ginales discontinuas (no aplica para los datos de este trabajo), la unicidad en el
teorema de Sklar se demostraria en funcién a las subcépulas. Una subcépula es
una funcién C’ con las siguientes propiedades:

s DomC’ = 5155 donde S; y S5 son subconjuntos del vector identidad ? que
contienen al 0 y al 1.

= (' es creciente

» Para todo (u,v) € S1X S se tiene C'(u,1) =uy C'(1,v) = v.

Por lema, todo subcépula se puede extender (no necesariamente de manera tinica)
a una copula. Por lo que del teorema de Sklar se desprende que en el caso de
las marginales no sean continuas, la cépula estd univocamente determinada en
el dominio de la subcépula RangoS;RangoS;. Para profundizar en el caso de
marginales discretas, ver Illanes, G (2013).

Como consecuencia inmediata de este teorema surge su célebre corolario, el cual
resulta de suma utilidad en el sentido que permite, dada la distribuciéon conjunta de
dos variables aleatorias continuas y sus respectivas funciones marginales, extraer
la cépula subyacente y, luego con esta, construir nuevas distribuciones conjuntas
de probabilidad bivariadas a partir de insertar en la misma distintas densidades
marginales.
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Corolario. Sea H una funcion de distribucion conjunta bivariada con marginales
continuas F1 y Fy, y sea C la unica copula tal que el Teorema de Sklar se cumple.
Entonces para cualquier (u,v) € (R?)

C(u,v) = HIF{ " (u), By~ (v)] (5)

La utilizacién de las cépulas se ha vuelto cada vez maés atractivo en el sentido
que otorga una herramienta con gran flexibilidad para el modelado de distribu-
ciones conjuntas de vectores aleatorios en una manera relativamente sencilla, ya
que unicamente requiere especificar la funcién que une (cépula) y sus marginales.
Entre las principales ventajas de su empleo, tenemos que permiten trabajar la
estructura de dependencia de las variables y su comportamiento marginal de for-
ma independiente. Ademds, proveen una manera natural de estudiar medidas de
dependencia, dado que captura aquellas propiedades de la distribucién conjunta
que son invariantes bajo transformaciones estrictamente crecientes, lo cual hace
conveniente expresar dichas medidas en términos de la cépula (Embrechts, Héing,
& Juri, 2003). Entre las medidas més utilizadas se encuentra la correlacién Tau
de Kendall, la cual cuantifica relaciones no necesariamente lineales, siendo en es-
te sentido superior a la correlacién de Pearson. A su vez se utiliza directamente
como funcién de evaluacién del contraste de independencia. Para un analisis més
detallado sobre la teorfa de cépulas puede consultarse Schweizer & Sklar (2011) o
Nelsen (2006).

2.1. Familias de copulas

En el estudio acerca del ajuste de un modelo a un conjunto de datos en particu-
lar, los métodos multivariados deben ser analizados, por un lado, por el tipo de
dependencia estocédstica que poseen en su estructura y, por el otro, por el grado
de asociacién entre las variables involucradas. Entre los tipos de dependencia, Joe
(1997) incluye: (I) singularidades en algunas curvas o superficies; (II) dependencia
positiva y negativa; (IIT) dependencia intercambiable o flexible; (IV) decrecimiento
en el tiempo del grado de dependencia.

Como se ha visto con el Teorema de Sklar y su corolario, es posible a partir de una
coleccion de cépulas construir distribuciones bivariadas con marginales totalmente
arbitrarias. Dichas colecciones son conocidas como familias de copulas, que se dife-
rencian principalmente por el tipo y el grado de dependencia que logran captar, y
de las cuales podemos encontrar en un importante nimero dentro de la literatura
actual. Para la construccién de estas existen diversas metodologias, como ser el
método de inversién (donde es explotado el corolario para producir cépulas direc-
tamente desde las funciones de distribucién conjuntas), algebraico (son estudiadas
las relaciones que involucran la distribucién bivariada con sus marginales) y el de
funciones generadoras, entre otros. A continuacién, se exponen algunas familias
de cépulas que fueron utilizadas para este trabajo junto con sus caracteristicas
principales. Una mayor profundidad puede encontrarse en Joe (1997) y Krupskii
& Joe (2015).
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Copula Gaussiana

Perteneciente a la familia de copulas elipticas, es una de las mas utilizadas en la
préactica por ser fuente de distribuciones que recogen muchas de las convenien-
tes propiedades de la normal multivariante. Construida a partir del método de
inversién, se encuentra definida como sigue:

Cplu,v) = ¢2(¢™ (u), 6~ (v); ) (6)
d(u)p(v) ) > ot 42
q — 4pq
C = 0qot 7
)= [ [ g s (St ) “
Donde ¢(.,.,; p) es la funcién de distribucién normal bivariada con coeficiente de

correlacién de Pearson p, ¢(.) es la distribucién acumulada de una normal esténdar
univariada con ¢~!(.) su funcién inversa, y ¢ y t son dos variables auxiliares.

Una de las principales ventajas de esta cépula es que permite capturar el rango
completo de dependencia en términos de la cota superior e inferior de Fréchet y,
ademsds, codifica la asociacién de igual manera que lo hace la normal bivariada
con el coeficiente de correlacion lineal, pero con la posibilidad de utilizar distintas
marginales. Un aspecto negativo es que para p < 1 la dependencia en las colas es
nula.

Familia Arquimediana

Una de las familias més estudiadas en la literatura por proveer una estructura
para el modelado de distribuciones bivariadas a través de una funcién generadora
univariante. En términos formales, Se dice que una cdpula C es Arquimediana si
puede ser expresada de la forma:

Clu,v) = ¢y " [po(u) + do(v)] (8)

para alguna funcion convexra decreciente ¢g, conocida como funcion generadora,
definida en (0;1] que satisface ¢, "' (1) = 0; por convencién ¢, (t) = 0 cuando
t > ¢4(0)

Las condiciones dadas para la definicién son necesarias y suficientes para que (8)
sea una funcién de distribucién bivariada (Schweizer & Sklar, 2011). Estas cépulas
cumplen con propiedades como simetria, asociatividad y curvas de nivel convexas,
y cuentan con la ventaja de poder expresar el coeficiente de dependencia en las
colas en términos de los generadores. Ademds, presenta una forma sencilla para
expresar varios calculos, en particular, para la Tau de Kendall que viene dada por:

[0
T_1+4[$wdt 9)
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Las cépulas arquimedianas mas conocidas son las que se detallan en la tabla 1 con
su respectiva definicién y funcién generadora. La cépula Frank posee la capacidad
de capturar el rango completo de dependencia de forma tal que, alcanza la cota in-
ferior de Fréchet cuando 6 — —oo, la superior con § — +oo y la de independencia
cuando ¢ — 0. En este sentido, posee caracteristicas similares a la Gaussiana (la
Frank tampoco es dependiente en las colas), pero con la diferencia que la primera
proporciona cantidades cerradas, lo cual la vuelve més sencilla de programar. En
cuanto a las dos cépulas restantes, ambas son ttiles para el modelado de depen-
dencia en las colas, diferenciandose principalmente en que la Gumbel lo captura
en la cola superior y la Clayton en la inferior.

Cépula C(u,v) Po(t)
Frank 51In (H(eim;i;)f(fietl)) —1In (ee_j:ll)

Gumbel | exp (_ [(—In(u)’ + (— In(v))’] ) (— (1))’

Clayton méx | (v +v7%)7,0 (% —1)

Tabla 1: Cépulas Arquimedianas - Definicién y funcién generadora. Fuente: Nelsen
(2006).

2.2. Copulas en el area actuarial

Como fue mencionado en la primera seccién, el modelamiento conjunto mediante
la utilizacion de copulas se ha vuelto muy atractivo en muchos campos de investi-
gacién donde resulta de interés la dependencia entre variables aleatorias, y para las
cuales el supuesto de normalidad multivariada no se ajusta a los datos. Siendo una
herramienta de gran utilidad en el sentido que define estructuras de correlacién,
esta teorfa encuentra diversas aplicaciones en areas como por ejemplo finanzas,
donde puede ser utilizada para la estimacion del riesgo de crédito y el valor a
riesgo para distintos activos dentro de un mismo portafolio, la valuacién de deri-
vados y el calculo del capital econémico en empresas aseguradoras o instituciones
financieras en general (Cherubini, Luciano, & Vecchiato, 2004).

En particular para el drea actuarial, las copulas han sido introducidas por Frees &
Valdez (1998) y Klugman & Parsa (1999), entre otros autores, como un potencial
campo de estudio en el modelado de dependencias entre pérdidas para la adminis-
tracién del riesgo. Entre las principales aplicaciones esté el anélisis de patrones de
asociacién en la mortalidad para grupos de individuos con seguros colectivos, la
estimacién del tiempo de vida para causas de decremento miltiple, la optimizacién
de coberturas mediante ordenamiento estocastico y el modelado de distribuciones
en pérdidas multivariadas, como por ejemplo siniestros y gastos. Dentro de esto
tltimo también se incluye el tema de interés para el presente trabajo, el cual se
basa en definir un modelo de cépula que permita establecer una estructura de
dependencia para las dos componentes de la pérdida técnica del seguro (frecuencia
y severidad).
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La estimacion de dicha pérdida constituye una de las principales preocupaciones
para los actuarios en cuanto al proceso de decision del riesgo que toma la compania
aseguradora. De un lado permite, en la relacién asegurado y aseguradora, definir
la prima y cargas por parte del primero, y respecto al vinculo entre aseguradora y
reaseguradora, establecer la retencion y capacidad méxima viable para el negocio.
En el sentido de esta problemdtica, Klugman, Panjer, & Willmot (2012) mencionan
una serie de ventajas en cuanto al modelado por separado de la distribucién para
la frecuencia y la severidad, en lugar de hacerlo directamente desde la variable
pérdida. Por mencionar algunas de ellas:

s Los efectos de la inflacién, tanto econémica como en adicién de siniestros, se
reflejan en las pérdidas sufridas por los asegurados y los reclamos pagados
por las companias de seguros. Tales efectos a menudo se enmascaran cuando
las poélizas de seguros tienen deducibles y limites de pélizas que no dependen
de la inflacién y se usan los resultados agregados.

= Los modelos desarrollados para las pérdidas no cubiertas a los asegurados,
los costos de siniestros a las aseguradoras y los de las cesiones a los reasegu-
radores pueden ser mutuamente consistentes. Esta caracteristica es til para
una aseguradora directa al estudiar las consecuencias de transferir pérdidas
a un reasegurador.

= La forma de la distribucién de pérdida depende de las formas de ambas
distribuciones de frecuencia e intensidad. Por ejemplo, si la distribucién de
severidad tiene una cola mucho mas pesada que la del niimero de reclama-
ciones, la primera determinara la forma de la cola para la distribucién de
pérdida agregada, y serd insensible a la eleccién del comportamiento de la
frecuencia.

Por 1ltimo, una de las principales razones por las cuales puede ser sesgada la
estimacién de la pérdida, se debe a la gran volatilidad que presenta la severidad
para diferentes niimeros de siniestros dentro de una misma cartera de riesgo. Como
consecuencia de ello, resulta necesario considerar métodos que permitan una mayor
flexibilidad en cuanto al modelado del comportamiento de estas variables, por lo
que, en este sentido, el empleo de cépulas nos brinda una gran utilidad.

3. Aplicacion a una base de datos de Brasil

La base de datos utilizada en este trabajo proviene de Brvnhins, ubicada en la
libreria CASDataset (Dutang, Charpentier, & Dutang, 2015) que puede ser consul-
tada desde el software libre R (URL https://www.R-project.org/), y que contiene
1.965.355 registros de pdlizas de AUTOSEG (un acrénimo de Sistema estadistico
para automdviles en Brasil). Cada registro incluye caracteristicas de riesgo, mon-
to de la reclamacién y el historial de reclamos para distintos amparos de riesgo
(robo, incendio y destruccién parcial y total) sin considerar limites ni deducibles
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Histograma Pérdida

% — Valor pérdida
Numero de
Observaciones 252.797
87 Valor promedio 1.032,8
;f Desviacion estandar 1.624,9
5 Sesgo 24
M Valor minimo 0,014

o 2000 w000 6000 000 Valor maximo 8.787,5

Distribucion Empirica Pérdida

Figura 1: Histograma y descriptivos de la pérdida. Fuente: Elaboracion pro-
pia.

para el afio 2011. De esta forma, la pérdida total de la cartera es definida como el
agregado de los montos reclamados (ponderados por la exposicién) provenientes
de las diferentes coberturas, y valorados en su totalidad como un costo por parte
de la aseguradora. De lo disponible, se seleccionaron las pdlizas que presentaron
al menos un reclamo en el tiempo expuesto de un ano, lo cual da una base final
de 252.797 registros.

3.1. Estimacion funcién de pérdida

Para el andlisis de la primera metodologia, se trabajara con la funcién a estimar
denominada pérdida (las cifras son en reales Br), cuyo cédlculo estd dado de la
siguiente manera (Kellison & London, 2011):

Total suma reclamada
=

10
total exposicién (10)

La pérdida podria considerarse como el total de la suma reclamada, sin embargo
para calcular la pérdida total o ultimate, es necesario ponderar los montos por el
riesgo devengado, de manera tal de poder tener en consideraciéon todos aquellos
siniestros que podran ocurrir para las pélizas que no finalizaron dentro del ano en
cuestion. Por esta razoén, la pérdida total queda definida como la suma reclamada
dividida por el total de exposicién de la cartera. Dentro de la base bajo estudio,
la funcién de distribucién empirica de la pérdida presenté el comportamiento que
muestra la figura 1.

Como se observa en el histograma anterior, la funcién de pérdida tendria las carac-
teristicas de las distribuciones de familias asimétricas, sesgadas a izquierda, larga
cola derecha y leptocirticas. De este modo, estas caracteristicas nos dan funda-
mento para testear en la primera fase, las funciones de distribucién Log-Normal,
Weibull, Gamma y Pareto.
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Funcion de densidad empirica vs tedricas Distribucion acumulada empirica vs tedricas

0.0012
|
10

0.0008
|

06
1

= —
A —— Empirica [
<
bs — Lognormal S A
S pareto — Empirica
o — weibull — Lognormal
gamma o~ pareto
- e — weibull
gamma
o
g | = o |
S o
o T T T T 1 T T T T T
0 2000 4000 6000 8000 0 2000 4000 6000 8000
Pérdida Pérdida

Figura 2: Funcién empirica vs tedricas. Fuente: Elaboracion propia.

En la tabla 2, se muestra los parametros estimados por método de maxima vero-
similitud para las cuatro funciones:

Distribucion Pareto  Log-Normal Gamma Weibull
Pardmetro de escala 1,086 5,7 0,511 0,6307
parametro de forma 362,849 1,804 0,00049 716,762

Tabla 2: Estimacién de la distribucién univariada. Fuente: Elaboracion propia.

En el grafico 2, se comparan las funciones de densidad tedricas con respecto a
la empirica mediante las graficas de las funciones de densidad y de distribucién
acumulada:

Segtin el pp-plot (probability plot) de la figura 3 que grafica las coordenadas
(Fn(x;), F*(x;)), donde F,,(x;) es el valor que toma la funcién empirica en z;
y F*(z;) es la funcién de distribucién tedrica ajustada, entre més ajustados los
puntos a la recta de 45 grados mejor. De esta forma, se puede observar que la
funcién Log-Normal es la que mejor se ajusta a la distribucién empirica de los
datos, y, por el contrario, la de peor desempeno entre los percentiles 30 y 90 es la
funcién Gamma.

Empero, si bien las pruebas graficas permiten sacar algunas conclusiones iniciales
sobre las distribuciones y su ajuste a los datos, es necesario una especificacion mas
formal mediante las pruebas de bondad de ajuste.

Las pruebas de bondad de ajuste son herramientas objetivas por medio de las
cuales se puede aceptar o rechazar una distribucién como un modelo adecuado a los
datos observados. Entre las més utilizadas se encuentra la prueba Chi-cuadrado, en
donde es comparado intervalo por intervalo, qué tan cerca esta el niimero de datos
observados en la muestra al nimero de datos esperados con base en la distribucion.
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Figura 3: PP-Plot General. Fuente: Elaboracion propia.

La prueba Kolmogorov- Smirnov (KS) calcula la méxima diferencia absoluta, sobre
todo el rango, entre la funcién de distribucién empirica y la funcién de distribucion
ajustada a los datos. En la prueba de Anderson-Darling (AD), en contraste con
la prueba anterior, se busca la mayor diferencia entre las distribuciones empirica
y tedrica, siendo esta un promedio ponderado del cuadrado de dichas diferencias
sobre todo el rango de la distribucién. También estdn los criterios de informacion
para evaluar la parsimonia de un modelo, entre las que se encuentran el criterio
de Akaike (AIC) y Bayesiano (BIC). Segiin estas pruebas, se elige aquel modelo
que tenga el menor criterio de informacién (IC).

La tabla 3 contiene la estimacién de los pardmetros para cada una de las distri-
buciones y su desempeno de acuerdo con las mencionadas pruebas:

Distribucién ~ Chisq AD KS AlC BIC
Paretro 37515,1 1736,3 0,048 3909342 3909363

Log-Normal 24333,7 690,3 0,032 3897954 3897975
Weibull 31702,3 1063,2 0,039 3899356 3899377
Gamma 474272 2940,5 0,074 3912751 3912772

Tabla 3: Pruebas de bondad de ajuste en modelo univariado. Fuente: Elaboracion
propia.

Si se asigna una clasificacién de las distribuciones con base en las pruebas de ajuste,
donde se le coloca 1 a la distribucién cuya prueba arrojé el menor valor, 2 a la
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segunda menor y asi sucesivamente, se observa en la tabla 4 que la distribucién
con menores valores en todas las pruebas (lo que significa mejor ajuste) fue la
Log-Normal, lo que ya se habia percibido en las pruebas gréficas.

Distribucién Chisq AD KS AIC BIC

Paretro 3 3 3 3 3
Log-Normal 1 1 1 1 1
Weibull 2 2 2 2 2
Gamma, 4 4 4 4 4

Tabla 4: Clasificacién de distribuciones. Fuente: Elaboracion propia.

El célculo estimado de los valores esperados se muestra en la tabla 5:

Distribucién E(X) Dif.
Valor promedio dist. Empirica 1032,85
Paretro 1022,54 -10,31
Log-Normal 1071,65 38,80
Weibull 988,89  -43,96
Gamma, 1026,23  -6,62

Tabla 5: Clasificacién de distribuciones. Fuente: Elaboracion propia.

3.2. Modelo de cépula

En esta metodologia el objetivo es estimar las funciones de distribucién marginal
para la frecuencia, severidad, y la cépula bivariada. Se diferencia de la anterior en
que no es solo una funcién total la que se estima, si no que se le da importancia a
la relacién entre el monto del siniestro y la frecuencia de su ocurrencia.

Total nimero reclamos
Frecuenciaf; = — (11)
total exposicion

SeveridadX; = Total suma reclamada

7 (12)
total nimero reclamos

Pasar de la ecuacién (10) a la (11) y (12) sélo requiere multiplicar y dividir por
el namero total de reclamos y hacer la agrupacién correspondiente. En este caso,
la pérdida total queda determinada por el producto entre la frecuencia (que es
ultimate debido a que se encuentra ponderada por la exposicién) y la severidad
(que también es utimate porque considera que el monto de los siniestros reclamados
no sufrirdn modificaciones).

Al ver en la figura 4 ambas funciones, y tener estas un coeficiente de correla-
ciéon muy bajo de -0.1677614, pareceria no haber un comportamiento conjunto
marcado. Sin embargo, la prueba de independencia Pearson’s Chi-squared arroja
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Figura 4: Severidad vs frecuencia. Fuente: Elaboracion propia.

X2 = 27599000, df = 252800, p — value < 2.2e — 16 rechaza la hipétesis nula de
independencia al 5%, por lo que podemos pensar en el uso de cépulas.

Como se menciond en secciones anteriores, la correlaciéon Tau de Kendall cuantifica
relaciones no necesariamente lineales, sino que se utiliza directamente como funcion
de evaluacién del contraste de independencia, y como parametro de las familias de
copulas mencionadas. Para los datos de esta base la Tau fue de -0.2426089.

En cuanto a la parametrizacion de las distribuciones individuales, a causa de que
la frecuencia en esta base de datos no es particularmente una variable con n en-
tero (debido a la exposicién de las pdlizas), se estima en la tabla 6 una funcién
Exponencial y Exp-Poisson para la primer marginal:

Distribucién Exponencial Exp-Poisson
Parametro de escala 1,7231 1,7224
Pardmetro de forma 0,8043

Log-likelihood -194317 -178657
AlIC 3888636 376453
BIC 388647 376462

Tabla 6: Parametrizacién y pruebas de ajuste para la frecuencia. Fuente: Elabora-
cion propia.

Para la severidad, se estimaron en la tabla 7 los parametros para las distribuciones
Gamma, Log-Normal y Weibull.
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Distribucién  Log-likelihood AlIC BIC
Gamma -2203725,66  4407455,32  4407476,20

Log-Normal  -2190420,98  4380845,96 4380866,84
Weibull -2194091,10  4388186,21 4388207,09

Tabla 7: Parametrizacion y pruebas de bondad de ajuste para la severidad. Fuente:
Elaboracion propia.
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Figura 5: Contorno y funcién de distribucién de la cépula Gaussiana
simulada. Fuente: Elaboracion propia.

Las pruebas dieron mejor ajuste para las distribuciones Exp-Poisson y la Log-
Normal. Por otra parte, la correlacién entre las funciones de densidad estimadas
mantiene el orden de la Tau alrededor de -0.24.

Para la combinacion de marginales seleccionadas, se testearon las copulas Gaus-
siana, Clayton rotada 270 grados, Gumbel rotada 90 grados y Frank, cuyas esti-
maciones se presentan a continuacion.

En las figuras 5, 6, 7 y 8 se observan las lineas de contorno o gréfico de lineas de
densidad y la funcién de distribucién de las cépulas simuladas, donde se pretende
mostrar la estructura de dependencia entre la severidad y la frecuencia. En los
cuatro casos se observa una dependencia negativa (por como los centroides se opo-
nen en la parte superior izquierda e inferior derecha), y se evidencia la sensibilidad
de dependencia en las colas. Ademads, puede notarse mayor concentracién en los
extremos de las funciones, la cual resulta en algunos casos mas pronunciada que
en otros, como se vera a continuacion.

Como se mencioné anteriormente, la cépula Gaussiana es simétrica, lo cual se
corrobora en el grafico 5. Los pardmetros estimados fueron par = —0.4 y tau =
—0.3, con un criterio de mazimized loglikelihood de 579,1 y un AIC de —1156, 2.
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Figura 6: Contorno y funcién de distribucién de la cépula Clayton rotada
270" simulada. Fuente: Elaboracién propia.

La simulaciéon de esta cépula arrojaria una pérdida esperada de 1325, 88 BR.

La cépula Clayton rotada 270° resalta mayor dependencia en el caso de niveles altos
de severidad con poca frecuencia. Los pardmetro estimados fueron par = —0.79
y tau = —0.28, con un criterio de maximized loglikelihood de 700,07 y un AIC
de —1398,14. La simulacién de esta copula arrojaria una pérdida esperada de
1167,318 BR.

La cépula Gumbel rotada 90° presenté similar comportamiento que la Clayton
rotada 270° para valores altos de severidad con poca frecuencia, y también resalta
un comportamiento leve en el costado de mayor frecuencia y poca severidad. Los
parametro estimados fueron par = —1.39 y tau = —0.28, con un criterio de maxi-
mized loglikelihood de 682,6 y un AIC de —1363, 2. La simulacién de esta cépula
arrojaria una pérdida esperada de 1286,495 BR.

La cépula Frank fue la que mostré una estructura de dependencia menos rigida
en las colas, con pardametros estimados par = —2.37, tau = —0.25 y un criterio
de mazimized loglikelihood de 614,9 y un AIC de —1227,8. La simulacién de esta
copula arrojaria una pérdida esperada de 1971,36 BR, resultando ser la cuantia
més alta comparada con las otras familias de cépulas.

En todas las simulaciones realizadas, la familia de mejor resultado y mas cercana
a la realidad fue la Clayton rotada 270° (ademés de ser la de mayor criterio de
méaxima verosimilitud y menor AIC). Adicionalmente, se probaron las mismas
copulas con otras combinaciones de marginales y la seleccionada fue la que arrojo
mejores estimaciones. Por otro lado, se corrobora que para esta cépula estimada,
las funciones u, v se distribuyen uniforme [0, 1] como se observa en la figura 9.
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Figura 7: Contorno y funcién de distribucién de la c6pula Gumbel rotada
90° simulada. Fuente: Elaboracién propia.
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Figura 8: Contorno y funcion de distribucion de la cépula Frank simulada.
Fuente: Elaboracion propia.
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Figura 9: Histograma para u y v de la cépula ajustada Clayton rotada
270. Fuente: Elaboracion propia.

Ahora bien, una vez elegidas las marginales Exp-Poisson (shape = 1.7231832,
rate = 0.80581) y Log-Normal (meanlog = 6.6036, sdlog = 1.90053), la estimacién
para la esperanza de las distribuciones marginales arrojé:

E(Frecuencia) = 0.777 (13)

E(Severidad) = 4407.519Br (14)

Cuyo producto asumiendo independencia es:

E(Frecuencia)zE(Severidad) = 3427.29 Br (15)

E incorporando informacién de la cépula Clayton rotada 270° (par = —0.79, tau =
—0.28):

E(Pérdida) = 1167Br (16)

En este caso de estudio, el resultado demuestra el riesgo de asumir independencia
en las funciones para calcular la pérdida, dado que bajo este supuesto se sobrees-
timarfa la esperanza en un 194 %.
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4. Ideas finales y trabajo futuro

De las fases mencionadas se encontré que la distribucién con mejor ajuste para la
distribucién de la pérdida fue la Log-Normal tanto en las pruebas graficas, como
en las numéricas, estimando la perdida esperada con una diferencia de 4 % de la
cifra empirica de la base. En el caso de la segunda parte, las variables de frecuen-
cia y severidad tienen comportamientos muy extremos, una correlacion Tau de
Kendall negativa y baja (-0,24), que sin embargo rechaza la hipétesis de indepen-
dencia con un 5% de confianza. La mejor combinacién de marginales estimadas
fue Exp-Poisson para la funcién de densidad de la frecuencia y Log-Normal para
la distribucién de severidad, con la familia bivariada Clayton rotada 270°. Esta
familia, la cual es asimétrica y da mayor enfoque a la relacién en las colas de las
marginales, presentd las menores estimaciones de perdida llegando a una diferen-
cia de 12% con la perdida promedio empirica de la base. La familia que mayor
sobrestimaciones arrojé fue la copula Frank.

Cabe resaltar que de acuerdo al estudio que se pretenda realizar, puede resultar
conveniente el modelado univariado o con cépulas. En el caso que se le quiera
dar un mayor énfasis a los eventos extremos y funciones de cola larga, o realizar
simulaciones para percibir los comportamientos marginales, se recomienda el uso
de modelos bivariados teniendo en cuenta la asociacion estocéastica. Por otro lado,
si el objetivo se centra en una estimacién global, la metodologia de unificar la
informacién en una sola distribucién sin tener en cuenta el tipo de asociacion
entre las funciones de severidad y frecuencia es mas robusta. Sin embargo, se debe
tener en cuenta que asumir independencia entre dichas distribuciones llevaria a
grandes sobrestimaciones de la perdida esperada.

Se propone como trabajo futuro la consideracion de diferentes familias de cépu-
las, asi como también el estudio para una estimacién empirica de una cépula no
paramétrica. Esta tltima resulta ser un instrumento 1til para construir contrastes
no paramétricos de independencia, y realizar analisis exploratorios de los datos
(Genest, Rémillard, & Beaudoin, 2009). Otra posible linea de investigacién que
surge de este trabajo, se relaciona con la incorporaciéon de medidas de riesgo, las
cuales ayudarian a entender de una manera mas acabada la problematica asociada
con la dependencia en las colas para las distribuciones de frecuencia y severidad.
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