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Resumen

Los estimadores de regresién son herramientas que emplean técnicas estadisti-
cas propias como el andlisis de regresién para aprovechar la informacion auxiliar
disponible. En éste documento se presentan todas las herramientas tedricas nece-
sarias para proponer un nuevo estimador de regresién ortogonal, para el cual el
ajuste realizado no sea obtenido a partir de la teoria de minimos cuadrados y en
su lugar, éste se apoye en la construcciéon de componentes principales que por su
naturaleza minimizan las distancias ortogonales de cada uno de los puntos de la
nube de observaciones a la recta que recoge la mayor inercia.

Palabras clave: estimador de regresion, informacion auxiliar, componentes prin-
cipales, linealizacién de Taylor.

Abstract

Regression estimators are tools that employ statistics techniques such as regression
analysis in order to gain in efficiency by means of the available auxiliary informa-
tion. This paper presents the theoretical approach that yields to the proposal of
a new orthogonal regression estimator for which the fit is not based in the theory
of classical least squares, but instead, it is based in the theory of principal com-
ponents which minimizes the orthogonal distances from each point of the scatter
plot to the line that incorporates most of the inertia.

Key words: auxiliary information, regression estimator, principal components,
Taylor linearization.
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1. El estimador de regresion ortogonal

1.1. Supuestos sobre el modelo

El supuesto sobre el cual se construye el estimador de regresiéon ortogonal propuesto
en el presente articulo consiste en que la variable de estudio Y y la informacion
auxiliar X ! determinan una nube de puntos que siguen un modelo que tiene las
siguientes caracteristicas:

1. y1,...,yn son realizaciones de las variables aleatorias independientes Y7, ..., Yn.
2. BE(yp) =1+ Poxp VE=1,...,N
3. Viy) = o?

En otras palabras, el modelo bajo el cual se supone se rigen las variables X y Y
resulta homoceddstico con intercepto.

1.2. Construccion del estimador de regresion ortogonal

Sea S la matriz que contiene las N observaciones tomadas de una poblacion co-
rrespondientes a la variable de interés de estudio Y y la variable auxiliar para la
estimacion X asi:

r1 Y1

T2 Y2
S pr—

N YN

Luego la matriz S corresponde a la matriz de las N observaciones centradas de tal
forma que:

T1—Tu Y1—Yyu
VN vN
Ta—Tu Y2—Yu

TN—ZU YN —gJu

VN VN

de ésta manera el producto StS corresponde a la matriz a diagonalizar X, definida
de la siguiente forma:

1Las caracteristicas de la informacién auxiliar son:
= Se encuentra disponible para todos los elementos en la poblacién de estudio.

= Esta altamente correlacionada con la variable de estudio.
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N N
El(?fi—fEUV igl(mi—fU)(yi_gU)
Y= - N - N
El(ﬂ?i*ffu)(yz‘*@u) izl(?h*??U)2
N N

en la que cada una de las entradas puede ser expresada como funcion de los totales
te,t2 v N asi:

N = 2 N 2 = =2 N 2 N = N =2
;(wi — Zy) _;(% — 22,7y + Tf) _;(wi) _71(2%%) ;(wU)
N - N =~ N~ T n
_tyz 2rxyNioy Ni‘?] g2 1 2 b2 ti
=N N TN N (N;xl)_N N2

y de igual forma se puede verificar la siguiente equivalencia para Y:

s

@
I
—

(yi — yv)? 2
’ tye Ly

N e

finalmente la expresion faltante puede ser expresada en términos de los totales
te,ty,toy y N de la siguiente manera:

o8

N N N N
(xi —2u)(yi —Yu) DTy Y. TYu Y Tuyi Y Tulu
1 _ i=1 =1 =1 4=l
N N N N N
by oyt
*W*2$UUU+$UZJU*W* N2

7

Luego, para calcular los valores propios de la matriz X se deben encontrar las
soluciones de det(X — AI) = 0, es decir:

o= a0 = (5 = 35) <[5 - 38) ][5 -5
_(@_@)2
N  NZ
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Ahora se definen:

2
2 — lp2 i o _ ly2 ty Y Sy = Loy  taly
z N N2 Y N N2 i N N2

de tal manera que el valor propio maximo de la matriz 3 esta dado por:

(52 + 52) + \/(sg — §2)2 4482,
2

AMAX =

Ahora, el vector propio asociado al valor propio Ap;ax que resulta de hallar la
solucién de la ecuacion X4 = A\py4x ¥ estd dado por:

(S = Avax)wi + Seyyi =0

con

« Tk —Tu
v
Yk — Yu

BN

que se puede expresar en términos de las observaciones xj y yi originales de la
siguiente forma:

(xr — Zu) (yx — )
VN VN

= (82 — Max)(@r — Tu) + Sey (Y — T0)

OZ(Sg_AMAX) +S:1:y

luego:

A — 8% (x, — T
gy = Vasax = e =70)
zy

A - 52 A — 52
Ye = U — ( MA;,( I)EU + ( MA;,( z)l'k

asi resultan los parametros de la recta, definidos como:

By, = yuy — Bi7y

(Amax — S2)

B =
2 o
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La idea principal es usar la informacion auxiliar para formar un conjunto de N
valores cercanos a y denotados por ¥ con k = 1,2,..., N de tal forma que éstos
resultan como una combinacién lineal de los valores conocidos para xj, asi:

Yy = Ay + Aszy,

el total desconocido en la poblacién de la variable Y puede ser escrito como:

ty=> U= e+ (k—v) = v+> Di
U U U U U

las diferencias desconocidas Dy, son estimadas por %’: para obtener:

y luego de reemplazar el valor de y,g se obtiene la siguiente ecuacién:

J — U — (A1 + Aoz
U s "

s
U k

=tlyn + AN = N) + As(ty — t0n)

en la cual los valores A; y Ay propuestos en éste trabajo corresponden a los
coeficientes By y By dados por:

By = ju — Bidy (1)
. A — 52
By = (Aarax = 57)
Say
obtenidos a partir de la técnica de componentes principales, donde:

n n
> T > Yi
iy ="y gu ="

N N

y las cantidades S’I, Sy, S’ly y por consiguiente el valor propio Amax se obtienen
reemplazando cada uno de los totales N, t;, ty, t;2, t,2 y tuy que los componen
por su respectivo m-estimador.
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De esta forma se introduce formalmente el estimador de regresiéon ortogonal deno-
tado por fyort:

tyo’rt = tAyﬂ' + BI(N - N) + BQ(t$1 - tﬂ:lﬂ') (3)

1.3. Estimacion de la varianza del estimador de regresion or-
togonal

Para determinar la forma que toma la estimacién de la varianza del estimador
de regresion ortogonal se aplica la técnica de linealizacion de Taylor teniendo en
cuenta que el estimador que resulta expresado como:

£yort = f(N7 tmra {yrra tAszﬂ'? ty27ra tmy‘n’)

es funcién no lineal de seis totales.

La idea general de la técnica es generar un pseudo-estimador lineal éo para el que
la varianza es mas simple de calcular y la expresién V(QO) es la aproximacion de
la varianza del estimador 6 y en consecuencia se obtiene V (f).

La técnica para encontrar éo consiste en la aproximacién de Taylor de primer orden
de la funcién f, expandiendo la misma alrededor del punto (t1,...,t,) de tal forma
que:

>
I
Q}>
H

0+3 ol

calculando los coeficientes a; como sigue:

of
aj = =
Oljr | (1o gm)=(t1 st y)
Asi para muestras de tamano grande los m-estimadores (1?17T7 o ,fqﬂ) toman valores
cercanos a los totales poblacionales (¢1,...,t,) con una alta probabilidad, lo cual

implica que tanto el sesgo como la varianza del pardmetro pueden ser también
aproximados por las cantidades obtenidas para la estadistica lineal 6.

A continuacion se presenta el cdlculo de la derivada correspondiente a IV:

_ Otyort Ly 1 tont,2, 283 N tort,o, 283 f
@=8 T T T el | I R T Y TR

I 22N R - . : o 12 . P 2\ — % -
t’”“{yzw _ zty‘frf:“‘N _texm |:tz?7r o t;w o tyfr tyﬂ:| +4 |:tzyfr o ty{tzfr:| ) 2 |:2<t:527r _
N N2
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Un
2 i, +£§w f2, +2£in+£y2W 2Ni2 48 foyr  Fyntan [ 4
N2 R T N2 N2 N4 e K4 N e e
2y ter N 7 byrtor ) _ (7 (fa2e _ B ) - fex (Re2x _ Bx | B2 B2 L
K4 zym en\ T T R2) 2 U T TR A
i (Reze _ Ba _hze B\ (e e\ (e \] (N~ ) — B
r\[("F" — %5~ % T3z) 4% % RE -N)-5B
tw27r7ty27r7twy7r) = (N7 t:cvtyata:27ty2at:cy)

que luego de ser evaluada en: (N stams by,
toma un valor de = —Bj

Los resultados para las derivadas restantes se presentan a continuacion:

Para t,.:
ot
az = ai’t’ =—B;
e | R R
(Nytz7r7ty7r5tm2ﬂ-5ty2,r7tzy7r):(N7tz7tyatx2sty27ta:y)
Para t,,:
_ Otyort o
a3 =3t | . =1
(Nvtzw7ty7r 7t$2.,r 1ty27r7tzy7r):(N7tz 7ty7tw2 7ty2 7t1y)
para t 2x:
— atyort =
a4 = 6t127r . R . . R - 0
(Ntor tyn,ty2t, 2 toyn)=(Nota,ty,t 2.t 2,tay)
para tyzx:
_ Blyom B
as = Btyzﬂ- o R . . R - 0
’ (Notar tyn,ty2 ot 2 toyn ) =(Nota,ty t,2,t, 2 tay)
y finalmente para t;,:
_ Olyore o
% = Btpye | =0
(Ntom tyn o2t 2. taoyn)=(Nota,ty,t 2.t 2,t2y)

Con cada una de las derivadas se construye la transformada uy, de la siguiente

manera (Cassel et al. 1976):

q
up = E G5Yjk
j=1
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que para éste caso toma la forma:

up = yp — B1 — Baxy,

Que como se observa, no se distancia de la transformada wuj del modelo ho-
mocedastico con intercepto cuando la recta se construye via minimos cuadrados,
donde finalmente la aproximacién de la varianza de t,,+ seréd definida por:

AV(tAyOTQ = V(fpseudoort) =V Z % = ZZU A l%ﬂ

S Tl T T

dado que uy depende de los a; y éstos ultimos de los totales poblacionales descono-
cidos, es necesario trabajar con 7, determinado por a;, quién a su vez resulta de
reemplazar dichos totales desconocidos por sus correspondientes m — estimadores.

Asi 1, para el presente caso resulta como:
Uy = yr, — B1 — Bawy,

Obteniendo asi la estimacion de la varianza del estimador de regresion ortogonal
propuesto, expresada por:

a - Uy At g Uy
Vil yort) =V Uk ) _ St Uk 1
(Fyort) DDl D D) D

Si se observa nuevamente la forma que tienen cada uno de los uy, para tyq.¢ resulta:

up =y — B1 — Baxy,

esto es:

up =y — B1 — Boxy,
=y — (B1 + Boxy)
=Yk — yg
— F,

en otras palabras, cada uj necesario para calcular la aproximacién de la varianza
del estimador t,,,¢ resultan ser las diferencias Fj, obtenidas al trazar la recta que
teniendo toda la poblacién minimiza las distancias ortogonales de cada una de las
observaciones de la nube de puntos a la misma.
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de ésta forma la aproximacién de la varianza de ty,,¢ toma la forma:

AV(£y07't) - Z ZU Akl@@ (4)

T T

notese que siguiendo el mismo razonamiento para 4y debe incluirse un subindice
m a la variable e; puesto que:

iy, =y, — B1 — Bamy,
=Yk — (B1 + Bzxk)
=Yk — Uk
en ésta instancia cada fj; que compone a U depende de la muestra m tomada de

la poblacién de estudio pues para cada una de ellas resultan B’j diferentes, luego
cada 1y queda expresado como:

ﬁk = €km (5)

y por ende, la expresion correspondiente a la estimacién de la varianza puede ser
facilmente expresada en términos de los errores ey, asi:

V(iyort) = Z Z ﬁekfmelfm

s Tkl Tk T

por tultimo, y como resultado adicional, una vez calculada la estimacion de la
Varianza se obtiene el correspondiente intervalo de confianza para el total de la
variable Y de la siguiente manera:

Nl

tAym“t £ Z1-g [V(fyort)]

donde Z1-g €s el 1 — 3 cuantil de la distribucién normal estdndar.

2. Logica de programacion
Algoritmo (Comparacion de tAyOTt frente a algunos estimadores clasicos)

Entrada:

» K = Numero de muestras a seleccionar.
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= n = Tamano de muestra.

= N = Tamano de la Poblacion de estudio.
Salida:

= i = Promedio de las estimaciones del total para la variable y.

. Sf = Varianza de las estimaciones del total para y.

. {/g = Promedio de las varianzas ponderadas del estimador del total para y.

= FCR, = Tasa de cobertura empirica basada en la varianza ponderada.

. Vsm = Promedio de las varianzas simples del estimador del total para y.
» FCRg;, = Tasa de cobertura empirica basada en la varianza simple.

= AV = Aproximacién de la varianza del estimador para el total de y.
Iteracion:

= Se selecciona una muestra de tamano n empleando un diseno M.A.S.

= Para la muestra seleccionada se calculan los coeficientes de la componente
principal By y Bz como se indica en (1) y (2).

= Se obtiene la estimacién fyom para el total de la variable y como se indica
en (3).

= Se obtienen los valores de la transformada @y como se indica en (5).
= Se calcula la varianza estimada del estimador ortogonal.
= Se establece el intervalo de confianza del 95 % con las estimaciones obtenidas.

= Se crea una variable zj;, definida como sigue:

1, siel intervalo de confianza contiene al total poblacional de .
ZE = .
0, en caso contrario.

= El anterior procedimiento se repite K veces.

Para la implementacion practica del anterior algoritmo se hizo uso de la poblacion
MU281 que puede ser consultada en el apendice B del libro (Sérndal et al. 1992)
conformada por 281 municipios de Suecia. Con éste conjunto de datos se calcul6 el
estimador ortogonal para y = RMTS85 x 10~*: Dinero recibido por los municipios
en impuestos, empleando como informacion auxiliar tanto la variable x1 = C'S82:
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Ntumero de curules del partido conservador en el consejo municipal como xs =
S5582: Nimero de curules del partido social demécrata en el consejo municipal.

El anterior procedimiento se ejecuté mediante un programa SAS versién 9.0 para
el que se tomaron como datos iniciales:

= K = 5000.
= n = 100.
= N = 281.

Los resultados obtenidos se resumen en la siguiente tabla:

’ Comparacién de t,,,; frente a algunos estimadores clasicos ‘

Estimador t S? Vy | ECRy | Vsim | ECRgim, | AV

tyr 531 0.204 | - - 0.203 | 93.6 | 0.204
tyra(X7) 531 | 0.121 | 0.120 | 93.1 | 0.121 | 932 | 0.121
Fyra(X2) 531 | 0.141 | 0.141 | 93.9 | 0.141 | 938 | 0.142
Eyreq(X1) 530 | 0.119 | 0.115 | 93.1 | 0.114 | 925 | 0.116
Tyreq(X2) 530 | 0.119 | 0.118 | 93.9 | 0.116 | 93.4 | 0.117
Fyreg(X1,X2) | 5.31 | 0.054 | 0.052 | 93.2 | 0.050 | 925 | 0.052
Fyort(X1) 531 0.122 | - - 0.117 | 938 | 0.119
Fyort(X2) 529 | 0.120 | - - 0.114 | 934 | 0.115

Conclusiones

= El estimador de regresién ortogonal toma valores cercanos al parametro
poblacional (5.315), aunque con X, presenta un poco de sesgo en la esti-
macién obtenida, de otra parte el estimador de regresion clasico tanto con
X3 como con X se encuentra por debajo del parametro poblacional y sélo
empleando las dos variables auxiliares se acerca a su objetivo, lo que muestra
un buen desempeno por parte del estimador propuesto en éste trabajo.

= Los valores para St? son cercanos a los que presenta el estimador de regresién
clasico, aunque éste 1ltimo presenta una menor varianza en las estimaciones
que se obtienen a partir de la técnica de minimos cuadrados que sugiere
una leve ventaja en éste aspecto del mismo frente al estimador de regresién
ortogonal propuesto en éste documento.

= La varianza que presenta el estimador ortogonal frente a la que muestra el
estimador de regresion clasico no refleja mayores diferencias para ninguno de
los dos estimadores, esto sélo evidencia que las dos técnicas son eficaces en
la busqueda de precision al estimar el total de una variable de interés.
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= La confiabilidad estimada que presenta el estimador de regresién ortogonal
frente a la que arroja la simulacion para el estimador de regresion cldsico
sugiere una mejora en la cobertura del pardmetro poblacional, aspecto que
teniendo en cuenta las anteriores observaciones presenta al estimador de
regresién ortogonal como una buena alternativa en la estimacion del total de
una variable de estudio.
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