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Resumen

El Valor en Riesgo (VaR), se define como la maxima pérdida que se puede te-
ner en la inversién de un portafolio con un determinado nivel de confianza, en
un periodo determinado, en condiciones normales del mercado. Para calcularlo,
existen diversas herramientas paramétricas y no paramétricas que se fundamen-
tan en el supuesto de que los rendimientos de los activos siguen una distribucion
de probabilidad (con frecuencia la distribucién Normal). Por su parte las cépu-
las, vistas como funciones de distribucién multivariadas, capturan las relaciones
de dependencia diferentes a las lineales, ayudando a condensar la volatilidad de
los activos multivariados que usualmente presentan comportamientos complejos de
dependencia. Este trabajo presenta la implementacion de la teoria de cépulas bajo
estandares del paradigma bayesiano con el objetivo de obtener la distribucién de
probabilidad que permita una correcta estimacién del VaR de un portafolio com-
prendido por las acciones de Bancolombia y Ecopetrol.
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Abstract

The Value at Risk (VaR) is defined as the maximum loss that could have a portfo-
lio with a certain confidence level, in a given period and under normal conditions
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market. The value at risk is calculated by several parametric and non parametric
tools that are based on assumptions on yields of the assets following a probability
distribution (often the normal distribution). In another hand, the copulas seen
as multivariate distribution function, captures non linear dependency relations-
hip, helping to condense volatility on the multivariate assets that usually presents
complex dependency behaviors. This paper presents the implementation of the
copulas theory by Bayesian methods to obtain the probability distribution which
is subsequently used to estimate the VaR for a portfolio comprised by the shares
of Bancolombia and Ecopetrol. .

Keywords: Value at risk, copulas, non linear dependence.

1. Introduccion

El mercado bursitil, se define como el espacio en que principalmente las empresas
transan titulos de renta variable sin preestablecer un rendimiento, siendo las accio-
nes el titulo caracteristico de este mercado. La rentabilidad esta ligada a las utili-
dades obtenidas por la empresa en la que se invierte, asi como a las posibles
variaciones en los precios de los valores dadas por las condiciones existentes en el
mercado.

En Colombia, las dnicas companias autorizadas para la negociacién de titulos
de renta variable son las Sociedades Comisionistas de Bolsa y estan obligadas
a proporcionar informacién periédica y relevante, para que a su vez el publico
inversionista cuente con datos suficientes y oportunos para la toma de decisiones
(Bolsa de Valores de Colombia, 2017). Un inversionista busca tomar decisiones
que maximicen la rentabilidad esperada de la cartera y minimice simultaneamente
el riesgo de la inversién al que siempre se encuentra expuesto, lo anterior, cuesta
bastante trabajo debido a que se pueden presentar pérdidas en el valor de los
activos de un portafolio causado por movimientos adversos realizados (Gonzdlez
& Chacén, 2014). En la actualidad, los agentes econémicos enfrentan diferentes
riesgos tales como: riesgo de mercado, riesgo de crédito, riesgo operativo, riesgo
legal, riesgo asociado a la reputacién , entre otros (Banco BBVA, 2015).

Valor en Riesgo (Value at Risk (VaR) en inglés), es un método estadistico desa-
rrollado por JP Morgan en los anos 90 para cuantificar la exposicién al riesgo de
mercado. Fue adoptado rapidamente por las firmas financieras de todo el mundo
y hace parte de las normas de estabilidad de mercados de los diferentes entes re-
guladores. Se caracteriza por ser una herramienta que principalmente adopta el
supuesto de normalidad; supuesto que dificilmente se cumple en series financieras.
Asi mismo, al tener una amplia aplicacién , existen diversas metodologias para ser
estimado, las cuales se enfocan en obtener una distribucion para la estimacién de
la varianza no constante de los rendimientos financieros, lo que no permite eviden-
ciar la no correlacién serial, pero si la dependencia entre los activos que componen
un portafolio mediante los modelos GARCH-ARCH.
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Teniendo en cuenta la volatilidad que presentan los activos financieros, asumir
normalidad sobre los retornos parece lo mas apropiado, dado esto y resaltando
la dependencia existente entre los retornos utilizando modelos GARCH-ARCH, se
propone implementar la teoria de cépulas. Una cépula se entiende como la relacion
entre dos o mds funciones, la cual denota el enlace entre la distribucién conjunta
de un vector de probabilidad y las distribuciones marginales unidimensionales
asociadas a esta.

El objetivo general de este trabajo es proponer un modelo que considere las re-
laciones de dependencia no lineal para estimar el Valor en Riesgo (VaR) en un
portafolio de dos activos financieros. De igual manera, es de nuestro interés:

1. Identificar los modelos en series de tiempo que mejor expliquen el compor-
tamiento de los rendimientos de los activos financieros.

2. Implementar un algoritmo que permita generar las funciones a-posteriori
propias de la Estadistica bayesiana con el fin de estimar los pardmetros del
modelo propuesto.

3. Estimar el Valor en Riesgo para el portafolio.

Este trabajo estd organizado de la siguiente manera: en la secciéon 2, se comple-
menta la introduccién ofrecida acerca del Valor en Riesgo donde se mencionan
los antecedentes y el objetivo de la implementaciéon de esta teoria en el mundo
financiero y de la economia global. En la seccién 3, se profundiza la teoria de
modelos de cépulas, donde se realiza un acercamiento al componente estadistico
y matematico que las sustentan y algunas aplicaciones al campo financiero. En la
seccidén 4, se dedica un espacio para introducir a los lectores sobre el paradigma ba-
yesiano, donde podran encontrar las bases estadisticas que soportan esta corriente
del conocimiento. En la seccién 5, se da un resumen que contiene los procedimien-
tos que se implementan para el desarrollo del trabajo. En la seccién 6, se ejecuta
la aplicacion de los modelos coépulas teniendo como insumo la informacién de un
portafolio de inversién comprendido por los activos financieros de Bancolombia y
Ecopetrol para el periodo comprendido entre el 30 de octubre de 2015 y el 31 de
marzo de 2017. Finalmente, se presentan algunas conclusiones y recomendaciones
con las que se abre un espacio de discusion en donde se validan los resultados
obtenidos y se argumenta la relacion de dependencia entre los rendimientos de
activos financieros mediante el uso de modelos cépula con argumentos bayesianos;
de igual manera, se establece la dependencia no lineal entre los retornos de las
series financieras y se exponen los resultados de la estimacion del Valor en Riesgo
del portafolio.

2. Valor en Riesgo (VaR)

Para finales del siglo XX, los bancos comerciales de Estados Unidos segtn el Acuer-
do de Capital de Basilea I (1988) iniciaron la implementacién de los requerimientos
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regulatorios sobre la funcién del riesgo de crédito o incumplimiento en el pago de
sus activos, dichos requerimientos, se cumplieron a partir de la creacién de la
herramienta denominada modelo VaR. El VaR es creado por JP Morgan con el
objetivo de estimar los rendimientos futuros frente a los movimientos del mercado
teniendo en cuenta funciones de dependencia que permitan capturar la volatilidad
del mercado y con base en dicho prondstico, estimar la méxima pérdida posible en
una inversién realizada (Lopez, 2006).

En términos formales, el VaR es una técnica Estadistica que permite medir y
cuantificar la exposicion al riesgo de mercado, a un nivel de confianza de 1 — .. Se
tiene que la distribucién de pérdidas y ganancias tienen como variable aleatoria @,
donde una realizacién particular de esta serfa ¢ con su respectiva densidad f,(-),
entonces el nivel de significancia se puede definir como:

PriQ <VaR(a)] = a, (1)

de igual forma, puede ser escrita mediante la siguiente integral (Danielsson, 2011).

VaR(a)
o= / fq(z)dx = F, (VaR (a)). (2)

— 00

Por lo tanto, el VaR puede escribirse como la inversa de la distribucién de pérdidas
y ganancias con un nivel de significancia dado, como se muestra en la siguiente
ecuacion .

VaRe =F; ' (), (3)

se dice que el VaR es el primer valor de la variable de interés g > —oo hasta donde
se acumula el a % del drea bajo la curva.

Para calcular el VaR de un portafolio, se debe tener en cuenta las ponderaciones
w1, we para cada activo, cumpliendo que w; + we = 1. Luego, como se muestra en
(Danielsson, 2011) la varianza o7 del portafolio serd:

2 2 2 2 2
0, = W07 + w305 + 2w1wW2p120102, (4)

donde 0% y o2 son la varianza de los rendimientos de los dos activos, w; y wy los
pesos especificos del portafolio y p12 el coeficiente de correlacion de los rendimien-
tos; por lo tanto, se puede calcular el VaR con la siguiente ecuacién :

VaRp =S o, Zo V1, (5)
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donde S corresponde al valor invertido en el portafolio, o, es la desviacién estdandar
del portafolio, Z,, es el percentil de la distribucién normal a un grado « de signi-
ficancia y ¢ corresponde a la varible tiempo.

Sin embargo, el VaR necesita de otras herramientas para optimizar sus resultados
relacionados con la inversion es por ello que Markowitz propone una metodologia
denominada Frontera Eficiente, este surge con el fin de apoyar el proceso de toma
de decisiones sobre el portafolio, permitiendo identificar la distribucién éptima de
los recursos a invertir con un minimo riesgo y una rentabilidad dada. Esta he-
rramienta se ha convertido en la mano derecha del cdlculo del VaR permitiendo
mejorar las decisiones de inversién y facilitando el panorama de inversién tanto
para expertos en el finanzas y economia, como para los menos experimentados en
el tema (Calderén, J, 2016), de igual manera, la constante evolucién de metodo-
logias ha permitido la generacién de propuestas basadas en nuevas funciones de
dependencia para el calculo de las variables que rigen al VaR, poniendo a dispo-
sicién al sector financiero y econémico modelos alternativos con mejores medidas
de precisién .

3. Modelos copula

Como se acaba de mencionar en la seccién previa, una de las alternativas que se
han desorrollado para el cdlculo del VaR son los modelos cépula, estos se mencio-
nan por primera vez en el teorema de Sklar (1959), que trata acerca de la relacién
existente entre una funcién multidimensional y las marginales asociadas a su di-
mensién inferior (Ceballos Lépez, 2015). En sintesis, los modelos cépula enfocan
sus esfuerzos en encontrar una dependencia no estricta lineal; desde la relacién de
dependencia de una serie univariada entre una secuencia de observaciones de una
serie de tiempo escalar como el resultado de un andlisis multivariado de series de
tiempo, con el fin de de caracterizar la dependencia transversal o condicional entre
series de tiempo individuales.

Andrew J. Patton en 2009, realiza una revisién detallada de las més relevantes e
influyentes aplicaciones de cépulas en finanzas y economia, dando como resultado
que el documento de Embrechts, McNeil y Straumann (2002) se categoriza por
ser de los primeros en explorar los usos de la copulas, desarrollando la teoria de
la estimacién y evaluacién . Schweizer & Wolff publicaron un articulo acerca de
la dependencia entre variables aleatorias con aplicaciéon de modelos cépula para
caturar dicha relaciéon . Luego, hacia los afios 90 se realizaron investigaciones acerca
de la utilidad que pueden tener las cépulas en el area de riesgo financiero, a través
de técnicas y herramientas que se pueden obtener a partir de la relaciéon entre
variables aleatorias. No obstante, es posible encontrar documentacién relacionada
con la introduccién a las cépulas, Joe (1997) proporciona detalles los fundamentos
estadisticos y mateméticos que son respaldados por Nelsen (2006), sin dejar a un
lado, las aplicaciones y préacticas evaluadas por Cherubini, et al. (2004) sobre los
precios de los derivados.
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En el area de finanzas, la aplicacién de las cépulas se ha incrementado en los
ultimos anoss para realizar procesos matematicos de gran complejidad, entre ellas
se resaltan los trabajos de Parra y Koodi (2006) que realizan una aplicacién de
la teoria de copulas para estimar el VaR de un portafolio con los indice Nasdaq y
S&P500, y otros ejercicios para medir desde el riesgo operacional hasta el riesgo
financiero de portafolios con diversos activos; ademas, se pueden encontrar métodos
optimos para la clasificacién y analisis de la informacion . Morée en 2016 realizo
un trabajo para predecir la volatilidad y el valor en riesgo en un portafolio de
commodities, empleando modelos EGARCH y el método de simulacién Monte
Carlo; ademés compararon las cépulas t y normal para encontrar las relaciones de
dependencia en el portafolio de estudio.

La comparacién de cépulas suele ser significativa en el ajuste del comportamien-
to de los datos, como es el caso de Bolancé, Guillen & Padilla en 2015, en el
que estimaron el valor en riesgo utilizando distintas cépulas, en este trabajo, los
investigadores concluyen que la modelizacién de la dependencia se ve afectada
significativamente por la eleccién de la cépula y la marginal utilizada, ademaés, en-
contraron que la cépula t es la distribucion que mejor modela el comportamiento
de los activos.

Finalmente, una cépula es una funciéon que enlaza las funciones de distribucién
univariada para formar una funcién de distribuciéon multivariada. Si se cumple que
todas las variables son distribuidas continuas, entonces la cépula sera una funcion
de distribucién multivariada con distribuciones marginales univariadas uniformes
de cero a uno U(0,1).

F(z) = C(Fl(x1), F2(x2), ..., Fn(x,)), V z€R,. (6)

A partir de cualquier distribucién multivariada F', es posible calcular las distribu-
ciones marginales F; y la relacion copula C. De igual manera, para un modelo de
series de tiempo, cualquier conjunto de distribuciones marginales (F, Fy, ..., F},)
y cualquier c¢épula C, la ecuacién F'(x) se puede utilizara para obtener una distri-
bucién conjunta a partir de las distribuciones marginales, sin importar que dichas
marginales sean similares entre si o que se limite la elecciéon de la cépula por la
eleccién de las distribuciones marginales; esta caracteristica convierte a las copulas
en una herramienta potencialmente ttil para construir modelos econométricos.

Formalmente, considere una funcién 2-dimensional cépula C' entendida como la re-
lacién entre las funciones fflnf f)dt=Fxy f_yhé{ f(t)dt = Fy donde es posible
observar el vinculo entre la distribucién conjunta de un vector de probabilidad y
las marginales unidimensionales asociadas a esta, bajo las siguientes propiedades:

1. C(X)=0 ¥V Xelo,1]
2. C(z,1) = C(1,y) = 1 para todo (z,y) en el cuadrado [0, 1]

3. Para todo wuy, vy, us,ve en I = [0, 1]2 tal que u; < up y v1 < va se cumple

Comunicaciones en Estadistica, diciembre 2018, Vol. 11, No. 2



Estimacién Bayesiana para el calculo del VaR 177

que

C(UQ,UQ)70(’&2,1}1)7O(U1,Ug)+0(ul,1}1) 20 (7)

Tras el previo enunciado, es sencillo identificar que cada distribucién marginal F;
contiene toda la informacién univariada sobre la variable individual X, mientras
que la distribucién conjunta F' contiene tanto la informaciéon univariada como
multivariada, por lo tanto, la cépula C debera contener toda la informacién de
dependencia entre las variables X;/s. Por tal motivo, las copulas se conocen como
funciones de dependencia (Galambos, 1978).

3.1. Teorema de Sklar

Segun el teorema de Sklar, se puede dar una apertura al desarrollo aplicativo de
los modelos cépula. Sea H una funcién de distribuciéon conjunta de 2 dimensiones
con sus distribuciones marginales Fy, F5. Adem4s, existe una cépula C tal que para
todo z € R,

H(l‘l,zg) :C(Fl (ll?l),FQ (Ig)) (8)

Si las distribuciones marginales Fy, F5 son continuas, entonces C' es Unica, en otro
caso, C' es determinado por Rank (F1) xRank (F3). En un caso inverso, si C' es una
copula y Fi, F5 son funciones de distribucién , entonces la funcién H definida por
la ecuacién anterior es una funcién de distribucién conjunta con marginales F; y
F5. (Nelsen, 2006)

En resumen, se pueden vincular cualquier grupo de n distribuciones univariadas
con cualquier cépula, obteniendo como resultado una funcién de distribucién mul-
tivariada valida.

(Nelsen, 2006)

3.2. Familia de cépulas

A continuacién se presentan algunas de las posibles cépulas para el moldeamiento
de los activos financieros:

cépula Gaussiana: Se define a la cépula gaussiana como la distribucién sobre el
espacio medible en el cubo [0, 1]d construida a partir de la Normal multivariada y
dada una matriz de correlacién ¥ € R%*? donde la cépula se escribe de la siguiente
manera:

Cu) = @5 (M (u1), ..., 2~ (ua)), (9)
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donde &1 es la inversa de la distribucién normal estdndar ®s; en matematicos la
densidad de la cépula esta dada por:

. ) O (u) O (u)
Clu) = -5 Ol
VdetY 2 & (uy) & (uy)

cépula t: En este caso muy particular, la cépula bivariada 2-dimensional para
la distribucién t-student multivariada es la siguiente:

—(v+2)

tyt(w) gt () 2 _ 2y 3
C’f} (u,v) = / / ; 1+ % da db,
’ coe oo 2m(1—p2)? v (1 - p?)

(10)

donde ¢! corresponde a la inversa de la distribucién t con v grados de libertad. Si
las distribuciones marginales son t de Student con los mismos grados de libertad
entonces C' es una cépula t con v grados de libertad y correlacién p por lo que la
funcién H(z,y) es la distribucién estdndar bivariada centrada, con el coeficiente
de correlacion lineal p y con v grados de libertad .

En términos generales la cépula t puede escribirse como:

_ fo,p (t;l(ul), ...,t;l(ud))
H?:l fo (t;l(ui))

. we(0,1)% (11)

C,p(w)

donde f, p es la densidad de un vector distribuido t4(v,0,P) con v grados de
libertad y P como matriz de correlaciones, y f, como densidad univariada estandar
t con v grados de libertad (Nelsen,2006).

copulas arquimedianas: Las copulas arquimedianas son una clase asociativa
de cépulas cuya expresion admite una férmula explicita; estas son populares por
permitir modelar la dependencia en dimensiones altas con un solo pardmetro. En
general, una cépula se dice arquimediana si se expresa como:

C (uts ey ua; 0) = VU (P(ur; 0) + - + ¥(uq; 0);0) (12)

donde 1 es una funcién decreciente, continua y convexa perteneciente al intervalo
[0,1] X ©® = [0,00), @ es el pardmetro de la cépula con un espacio de pardmetros
© y ¢~ es considerado como pseudo inversa de v tal que:
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“L(t0) si 0<t< (00
1p[—l] (t’e) _ ¢ ( ) ) SZ =t = ’(p( ) ) (13)
0 st P(0;0) <t < oo
En general las cépulas arquimedianas mas importantes son las siguientes:
Tabla 1: cépulas arquimedianas. Fuente: Nelsen(2006)
copula Funcién de distribucién Parametro
Ah—Mlkhall—Haq W . 0 =c [—17 1)
Clayton [maz {u=" + v = 1;0}] 0 =€ [-1,00)/0
(exp(—0Ou)—1)(exp(—0Ov)—1) _
Frank —5log |1+ p( exp(le)fl 6= (R)/0
Gumbel erp 7<(7 log ()’ + (—log (v))l/e) 0 =€ [1,00)
0 0 0 0]1/?
Joe 1{(1%) F(1-v)'—(1-u (171;)} 6 =€ [1, 00)

4. Paradigma Bayesiano

El teorema de Bayes que surgié en 1763 como resultado de un trabajo péstumo
en una publicacién de Richard Price (Pefia, 2013), después de 50 de la publicacién
del tratado de Jacob Bernoulli en donde introduce la ley de los grandes ntimeros.
El teorema de Bayes se denota con A y B eventos con P (B) # 0 de la siguiente
forma:

BlA) P(A)

Pl = TE, (1)

Donde P (A) y P(B) son las probabilidades de las observaciones independien-
tes de A y B, conocido como probabilidad marginal, P (B|A) es la probabilidad
condicional del evento B dado que A es verdadero y P (A|B) es la probabilidad
condicional del evento A dado que B es verdadero.

El teorema de Bayes ha sido empleado para encontrar probabilidades de cierto
evento de interés (D’Alessio, 2018), por ejemplo, en encontrar la probabilidad de
que una enfermedad sea encontrada en un grupo de personas con una caracteristica
dada, tomando las tasas globales de la enfermedad y el predominio de dichas ca-
racteristicas en personas tanto sanas como enfermas; ademas, se pueden encontrar
aplicaciones de este teorema en el campo de la tecnologia denominado Software ba-
sado en conocimiento, donde esta metodologia permite calcular probabilidades que
permiten la evaluacién de posibles eventos en los software que presenta el usuario
y determinar qué consejo proporcionarle para ofrecerle un mejor servicio al mismo
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(D’Alessio, 2018). Con lo anterior se puede decir que el teorema puede actuar en
diversos campos ayudando asi a generar decisiones ante eventuales problemas que
se puedan presentar.

La inferencia bayesiana considera que un parametro 6 es una variable aleatoria
y se le asigna una distribucién inicial o a priori de probabilidades p (0); ademas,
se tiene un funcién de verosimilitud p (y|f) que se obtienen del conjunto de datos
y = (y1,..-,yn) v dependen del pardmetro 6 (O’'Hagan & Forster, 2004), de esta
forma, se tiene que la distribucién condicional de § dados los datos con el teorema
de bayes, se denota de la siguiente manera:

P(0ly) =

P (ylo) P (6)
—e =, (15)

(y)

Este teorema es considerado como el método principal de la inferencia bayesiana,
con el objetivo de actualizar la distribucién a priori con los pardmetros, obteniendo
asi la distribucién a posteriori, la cual se considera como parte fundamental de la
estimacién bayesiana. Despues de observar los datos, se tiene que la distribucién a
posteriori sintetiza toda la informacién del pardmetro, realizando inferencias sobre
los datos (O’Hagan & Forster, 2004). La distribucién a posteriori permite calcular
probabilidades de que los pardmetros se encuentren en intervalos de valores dados,
denominados intervalos de credibilidad.

Diaz & Batanero (2006) mencionan que una diferencia fundamental de la inferencia
bayesiana respecto a la clasica es el caracter subjetivo de las probabilidades, debido
a que no se plantea el problema de muestreo ni tampoco el concepto de distribucion
muestral, con esto, la inferencia bayesiana hace uso de toda la informacion previa
disponible, mientras que la inferencia clasica esta informacién no la tiene en cuenta.

En este articulo se menciona que el enfoque bayesiano tiene en cuenta la perspec-
tiva del investigador, debido a que este postula una distribucién a priori teniendo
en cuenta el conocimiento del problema; la eleccion de la distribucién a priori pue-
de condicionar los resultados de la inferencia que distintos investigadores puedan
encontrar en sus resultados, sin embargo, se ha sugerido utilizar distribuciones a
priori no informativas, actualizando estas a nuevas aplicaciones con los resultados
del paso anterior (Diaz & Batanero, 2006).

5. Metodologia

La presente investigacién se caracteriza por ser un estudio cuantitativo que calcula
el Valor en Riesgo de un portafolio comprendido por los activos financieros de
Ecopetrol y Bancolombia mediante la estimaciéon bayesiana de las relaciones de
dependencia no lineales existentes entre las series financieras del ejercicio.

En primer lugar, se desarrollan los distintos estadisticos descriptivos junto con los
graficos de linea para identificar las caracteristicas particulares de las series finan-
cieras entre las cuales se resalta la volatilidad y el comportamiento leptocurtico de
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los datos. Se realizan las funciones de autocorrelacién (FAC - FACP) y las pruebas
de hip6tessis de raiz unitaria. Seguido, con base en las FAC-FACP se extraen los
rezagos significativos para postular los posibles modelos ARMA (Autoregresivos
con Media Movil).

después de seleccionar los mejores modelos mediante el criterio de seleccion AIC
y realizar las pruebas de homocedasticidad e independencia sobre los residuales
con un a = 10 %,se prosigue a modelar la volatilidad esperada (que se evidenciard
graficamente en las figuras 1 y 2) mediante la teoria de los modelos GARCH-
ARCH para cada uno de los rendimientos de los activos financieros. Tras elegir
los modelos que capturan la volatilidad, se realiza la prueba de normalidad sobre
los residuales; en particular, si los errores no presentan distribucién normal, se
postulan las posibles distribuciones de los residuales junto con la estimacién de
sus correspondientes parametros calculados mediante la aplicaciéon de la teoria
bayesiana, para posteriormente ser convertidos a datos cépula (valores entre 0 y
1).

Se determina la copula asociada a la estructura de dependencia de los activos fi-
nancieros por medio del diagrama de dispersiéon , que contrasta los residuales de
los modelos GARCH-ARCH. Se estiman los parametros de la distribucién multi-
variada cépula por medio de la metodologia Markov Chains Montecarlo (MCMC)
para generar asi un modelo con relaciones de dependencia no lineal que finalmente,
se utiliza para estimar el Valor en Riesgo del portafolio teniendo como herramienta
principal la varianza del modelo con dependencia lineal, el modelo de volatilidad
y el ajuste de la cépula.

6. Aplicaciéon

Descripcién de los datos

La teoria presentada se aplica a un portafolio compuesto por las acciones de Banco-
lombia y Ecopetrol. La base de datos contiene el precio de cierre para cada accion
durante 519 dias seguidos, teniendo en cuenta fines de semana y dias festivos,
desde el 30 de octubre de 2015 hasta el 31 de marzo de 2017.

Se procede a realizar las pruebas de raiz unitaria para los rendimientos de Banco-
lombia y Ecopetrol, las cuales concluyen rechazar la hipdtesis nula a un oo = 10 %
es decir, los retornos de ambas acciones no tienen raiz unitaria, por lo tanto, los
rendimientos de Bancolombia y Ecopetrol se consideran series estacionarias, des-
pués de realizar las respectivas pruebas; dado esto, se considera la construccion de
un modelo para evaluar el comportamiento de las series.
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Estimacion del modelo

Como se ha comprobado que las series son estacionarias, se procede a calcular
el mejor modelo bajo la teorfa clasica para los rendimientos de cada activo. Se
analizan los correspondientes correlogramas. Se eligen los siguientes modelos bajo
criterio AIC para los retornos de los activos:

Y, =0V + 2
Xy =mXi_o+ Zy,

donde, Y y X corresponde a los rendimientos de Bancolombia y Ecopetrol respec-
tivamente, y ¢1, 11 equivalentes a 0.0554 —0.081070. Se concluye que los modelos
para los rendimientos son correspondientes a: un AR(1) para Bancolombia y un
AR(2) para Ecopetrol.

Validacién de supuestos

Se realiza el diagndstico sobre los residuales de los modelos AR. Se rechazan las
hipétesis nulas para las pruebas de normalidad y homocedasticidad, por ende, se
confirma la volatilidad de los retornos de los activos, y se concluye que estos no
siguen una distribucién Normal. Estas pruebas estan contenidas en el Anezo z.

Con el fin de expresar la varianza condicional o la volatilidad de los residuales
de los retornos, se desarrollan los modelos ARCH-GARCH y se obtiene que los
modelos que capturan la volatilidad son GARCH(1,1) tanto para Bancolombia
como para Ecopetrol. Estos modelos son:

Vi=¢1Yi1+a+ @2 +0:27
Eco; = mEcoy_o +b+n9Eco?_| + 0,22 )

donde, ¢ = 9.447¢ — 2, o = 1.472e¢ — 01, 61 = 5.357e — 14, 65 = 6.136e — 14 y a,
b son constantes equivalentes a 1.369¢ — 4 y 2.653e — 4.

Finalmente, se aplica la prueba de Ljung-Box con la cual se mide la autocorrelacion
de los residuales. En esta, no se rechaza la hipétesis nula con p—value = 0.1715892
para Bancolombia y p — value = 0.3221554 para Ecopetrol y se concluye que los
residuales son independientes.

Estimacion Grados de Libertad

Tras encontrar los modelos que capturan la volatilidad de los retornos, se procede
a determinar que distribucién siguen los residuales, dado que se rechazo6 la nor-
malidad. Para ello, se realiza el contraste de los residuales con los cuantiles de la
distribucién normal, de la siguiente manera:
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garch11_ban$residuals

garch11_eco$residuals

Figura 1:

Bancolombia

@ .
©
¥ s
7 j-'
o 4
4 : .-.‘/
T T T T T T T
3 2 1 0 1 2 3
norm quantiles
Ecopetrol
© - T
~ .t
~ 4 /
-]
o B e it /—
© 4.
T T T T T T T
3 2 1 0 1 2 3

norm quantiles

graficos de Normalidad. Fuente: Elaboracion propia

En la Figura 1 se concluye que visualmente los residuales tienen distribucion
t — student dado que se observa colas més pesadas que la distribucién normal.
Posteriormente, se estiman los grados de libertad de los residuales distribuidos t,,,
postulando una distribucién prior y;|v ~ U(15); Haciendo uso del paquete Jags
de R, se realizan diez mil (10000) iteraciones, implementando una (1) cadena de
Markov, excluyendo los primeros mil nimeros generados y tomando valores cada
4 saltos. Como resultado se obtiene que la estimacién para los grados de libertad
en los residuales bajo pérdida cuadratica son aproximadamente 6.880 y 7.108 para
Bancolombia y Ecopetrol, respectivamente. A continuacion , se muestran los resul-
tados de las estimaciones con sus correspondientes cadenas de Markov, funciones

de autocorrelacion

y densidades aproximadas:
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Figura 2: MCMC Bancolombia. Fuente: Elaboracion propia

En la Figura 2, se observa la funcién de distribucion de probabilidad aproximada
para los grados de libertad de los residuales de retornos de Bancolombia, de igual
manera, se observa que no hay problemas de autocorrelacién .
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Figura 3: MCMC Ecopetrol. Fuente: Elaboracion propia

En la Figura 3, se evidencia tanto la distribucién de probabilidad aproximada,
como la independencia de los aleatorios y la convergencia de la cadena para los
grados de libertad de los errores de los rendimientos de Ecopetrol.
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Como resumen, se presenta la tabla 2 que muestra los intervalos de credibilidad y
las estimaciones para los grados de libertad.

Tabla 2: Resumen de estimaciones. Fuente: Elaboracion propia
Bancolombia  Ecopetrol
Estimacion 6,880 7,108
Intervalo de credibilidad (5;10) (5;11)

De la tabla 2 se puede concluir que, dados los datos, los grados de libertad de
las distribuciones ¢t — student para los residuales de los retornos de los activos
conformados en el portafolio del ejercicio estdn en el intervalo (5,10) y (5,11)
respectivamente con una probabilidad del 95 %.

Al implementar la metodologia MCMC (Markov Chain Monte Carlo), se analizan
los diagnésticos de convergencia de Heidelberger & Welch, los cuales pasan todas
las pruebas de convergencia.

Seleccion copula

Conociendo las distribuciones marginales de los residuales en los retornos, se proce-
de a transformarlos a datos copula, es decir, dejarlos en términos de probabilidades
[0, 1] para asi seleccionar la cépula que capture la volatilidad de los residuales, los
cuales se denotan como u; para Bancolombia y us para Ecopetrol. Para ello, se
analiza el grafico de dispersion de los datos cépula de los residuales correspondien-
tes a los rendimientos de Bancolombia contra los de Ecopetrol.

cop_ban

Figura 4: grafico de Dispersién datos copula. Fuente: Elaboracion propia

La postulacién de la copula a implementar se hace a partir del paquete VineCo-
pulas de R y mediante la funcién BiCopSelect se postula una copula t. Se puede
observar en la figura 4 que la dispersién se ajusta a las caracteristicas de una copu-
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la con distribucién t. Por lo tanto, se concluye que la Distribucién copula tiene
distribucién ¢ bivariada.

Estimacion de los parametros de la Distribuciéon cépula

En primer lugar, se obtiene la funcién de densidad coépula que corresponde a la
segunda derivada con respecto a los pardmetros de interés, que se expresa en la
siguiente ecuacién :

(16)

2 o — 42
uy — 2puqus +u 2
f(u17u27vvp): ! p 2> s

2n(1— p2)} (1 =)

donde, uq y us son los vectores de datos copula para los retornos de Bancolombia
y Ecopetrol respectivamente, v los grados de libertad de la funciéon de densidad y
p es la correlacion entre u; y us.

La ecuacién (16), fue tomada de (Parra & Koodi, 2006), expresada como una
proporcionalidad de la distribucién ¢ bivariada.

De tal manera, se entiende que la funcién de densidad f(u1,us, v, p) corresponde
a la verosimilitud utilizada en la metodologia Metrépolis-Hastings-Random-Walk
(MHRW), con la cual se busca estimar los pardmetros de la funcién de densidad
de la cépula. Se postulan las siguientes distribuciones como a priori:

v ~ Gammay(10,100) p~ U(—1,1). (17)

Al calcular la funcién de densidad posterior, se obtiene:

(v, plur, ug) o< fv) f(p) f (ur, uslv, p). (18)
2 2\ —
x Uoz—le—BUQ (1 1 2)1 < ui — ?f’uluzz)—f' U2) 1(71,1)U1,U2- (19>
(1l —p)2 vl —=p

Implementando la metodologia Metropolis Hastings con caminata aleatoria y su-
poniendo errores normales e; ~ N (0, 1), se iteran cien mil (100000) datos en donde
se obtienen tasas de aceptacién de 0.698927 y 0.698927 respectivamente; después,
se excluyen los primeros cinco mil (5000) aleatorios y se toman los valores ca-
da cinco saltos. Finalmente, pasan los diagnésticos de convergencia y se tienen
9500 datos aleatorios donde se observan los siguientes resultados en la cadena de
Markov, autocorrelacién y densidades aproximadas:
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Figura 5: graficos de densidad y convergencia. Fuente: Elaboracion propia

En la figura 5, se observa la convergencia de la cadena de Markov que se centra
en el valor 2.357932 para los grados de libertad v y -0.2420684 para la correlaciéon
p, al igual que las densidades aproximadas; por otra parte se muestra que no exis-
ten problemas de autocorrelacion , lo que indica que los aleatorios generados son
aproximadamente independientes. El diagndstico de convergencia de las cadenas
generadas por el algoritlo MH-RW también muestran evidencia de convergencia.

Finalmente, al proximar los valores de v y p de la ¢ bivariada, se procede a realizar
la generacién de nimeros aleatorios de la cépula t de dimensién dos con 2.357932
grados de libertad y coeficiente de correlacién —0.2420684; luego, se generan dos
pares de diez mil (10000) valores correspondientes a las posibles pérdidas generadas
para el momento t+1 de la cépula ¢ y se convierten en cuantiles de la t con grados
de libertad para bancolombia 6.879556 y ecopetrol 7.091556.

Las posibles pérdidas, se ponderan con la prediccién del error (o; ;)en el momento
t+1 para los modelos Autorregresivos de los retornos de los activos, con las cuales
se pondera el error correspondiente a los Z; de los modelos X ; y X3¢, obteniendo
asi una distribuciéon de posibles errores sobre la cual se realiza el correspondiente
célculo del VaR.

De forma resumida, se presenta para el cilculo de las predicciones la siguiente
forma de los modelos:

X1 =¢0+ 01 X111 + €2 Xot =0+ P2 X142+ €2t
€t = O4,tTit (20)
U?,t =a; + 52'612,1&—1 + %‘01‘2,1:—1

donde n; ; corresponde a los vectores de simulaciones para ambos activos.
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Realizando el cédlculo con las expresiones anteriores de la distribucién del porta-
folio luego de realizar las predicciones, se procede a calcular el valor en riesgo al
90 %, 95 % y 99 % de nivel de confianza con dos métodos; el primero, se basa en el
célculo con pesos equilibrados, es decir una ponderacién de 0,5 tanto para banco-
lombia como para ecopetrol. El segundo método se realiza mediante el calculo de
la frontera eficiente del portafolio que resulté ser para bancolombia w; = 0,95 y
wg = 0.5 para ecopetrol. A continuacion , se muestra el calculo del valor en riesgo:

Tabla 3: Valor en riesgo para el portafolio. Fuente: Elaboracion propia
1—« método 1 método 2
90 % 0,05269481  0,02037264
95%  0,057009117 0,02589244
99 % 0,06873414  0,03882241

7. Discusion

Como resultado de la investigacion Estadistica presentada, es posible concluir que
se encontro la manera éptima para estimar de forma clasica los mejores modelos en
series de tiempo, para los retornos de los activos financieros con mayor participa-
cién en la bolsa de valores de Colombia correspondientes al portafolio del estudio
presentado. De igual manera, fue posible implementar algoritmos con fundamen-
tos de estadisticos bayesiana que permitieron el buen desarrollo y simulaciones
de muestras de distribuciones posterior con el cual se obtuvieron las estimaciones
de los pardametros correspondientes al modelo propuesto para el posterior calculo
del valor en riesgo del portafolio teniendo en cuenta las relaciones de dependencia
no lineales capturadas con un cépula t bivariada y siendo evaluada con diferentes
ponderaciones de inversion teniendo en cuenta la frontera eficiente del portafolio.
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