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Introduccion

Si bien hablar de una falacia implica hablar de algo que es falso aun cuando
se cree cierto, en el presente trabajo se ilustra por medio de un ejemplo que
las distribuciones marginales y el coeficiente de correlacion lineal no determi-
nan de manera unica la funciéon de distribucién conjunta, dado que muchas
veces se asume lo contrario, es decir, que la funciéon de distribucién conjunta
si estd determinada de manera tnica dadas las distribuciones marginales y el
coeficiente de correlacion lineal. La herramienta que se usara principalmente
es la moderna y grandiosa teoria de copulas, la cual se ha enriquecido con la
necesidad de encontrar una relacién (dependencia) entre variables aleatorias y
también entre las funciones de distribucién multivariadas y sus distribuciones
marginales; segin [7] la palabra cépula fue empleada por primera vez en un
sentido matematico o estadistico por el matematico americano Abe Sklar en el
célebre teorema que lleva su nombre y que mas adelante estudiaremos. Obvia-
mente esta no es la unica medida de dependencia, pues es bien conocido y til
el coeficiente de correlacion lineal de Pearson, pero veremos que en general no

resulta conveniente considerarlo para medir dependencia.

La idea de estudiar lo que se presenta en este trabajo nace como sugerencia
via e-mail de uno de los autores del articulo guia [3], Alexander Mc Neil, quien
es profesor del Departamento de Matemaética Actuarial y Estadistica de Heriot-
Watt University, él también escribié junto a Riidiger Frey y Paul Embrechts el
libro Quantitative Risk Management, del cual se complementan las demostra-
ciones que se presentaran. Cabe recalcar que gran parte de la estructura del
segundo capitulo se regird por el contenido de [3] y se complementara con [6],
es decir, de ahi se haran las interpretaciones que no se citen en el cuerpo del

trabajo.
La organizacién de este trabajo estd compuesta por tres capitulos, el prime-

I11



INTRODUCCION v

ro contiene aspectos preliminares de la teoria de la probabilidad tales como los
espacios de probabilidad, variables aleatorias, funciones de distribucién, vec-
tores aleatorios y se finaliza con la definicién, algunas ventajas y desventajas
del coeficiente de correlacion lineal. En el segundo capitulo entramos a definir
cépulas, se da el teorema de Sklar, ejemplos, métodos de construccion y algunas
propiedades de las copulas y se concluye con aspectos propios de las copulas
como medida de dependencia. Finalmente en el tercer capitulo ahondamos en

la falacia que nos compete.



Objetivos

Objetivo General

[lustrar una falacia relacionada con variables aleatorias usando la teoria de

copulas.

Objetivos Especificos

» Reconstruir parcialmente el contenido tedrico de los capitulos 2 y 4 del
articulo [3], con el fin de dar lo resultados necesarios para la ilustracién

de la falacia.

= Dar algunas propiedades sobre dependencia entre variables aleatorias des-

de el punto de vista de la teoria de cépulas.

= Visualizar por medio del software R ciertos resultados obtenidos.



Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo introduciremos algunos conceptos relacionados con el desarrollo
axiomatico de la teoria de probabilidad, principalmente espacio de probabilidad,
propiedades de las variables aleatorias y vectores aleatorios. No obstante pre-
sentaremos antes una proposicién cuyos resultados encontraremos a lo largo de
todo este trabajo. Los conceptos que se presentan en este capitulo son tomados

principalmente de [2], sin embargo también se han tomado algunos de [6] y [9).

1.1. Funcion Inversa Generalizada

La inversa generalizada de una funcién T' creciente, definida como T (o) =
inf D, donde D, = {z : T(x) > a} y por convencién inf () = oo nos resultard de
gran utilidad, por eso se daran a continuacion algunas de sus propiedades. Cabe
resaltar que segun las caracteristicas de la funcion T que se tome, su funcion
inversa generalizada puede estar definida en el conjunto de los reales extendidos

R = [~00, 00].
Proposiciéon 1.1.1. Sea T : A C R — R una funcion creciente, entonces
a) T es una funcion creciente y continua por derecha.

b) T es continua <= T es estrictamente creciente.

c) T es estrictamente creciente <= T* es continua.

Para las siguientes propiedades asimase adicionalmente que T (o) < oc.
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d) SiT es continua a derecha, T'(x) > a <= T (o) < x
e) T< oT(x) <.

f) ToT(a) > .

g) T es estrictamente creciente => T o T'(z) = x.

h) T es continua = T o T* (o) = «.

Observaciéon 1.1.1. Cuando T es estrictamente creciente y continua su inver-
sa generalizada T coincide con su funcion inversa, cuando este sea el caso

usaremos la notacion T = T 1.

1.2. Espacios de Probabilidad

La probabilidad nos sitia en una clase particular de experimentos, los Ex-
perimentos Aleatorios, es decir, experimentos cuyo resultado no puede ser
determinado con anticipacién, el ejemplo clasico es el lanzamiento al aire de
una moneda. Siempre que podamos conocer el conjunto de resultados de un
experimento aleatorio lo llamaremos el espacio muestral y se simbolizard con
la letra griega €2, para nuestro ejemplo de la moneda tendremos dos posibles

resultados: cara o sello, asi Q = {C,S}.

De la teoria de conjuntos tenemos que dado un conjunto A podemos hablar de
P(A), donde P(A) :={a:a C A}, esto es la esencia de la siguiente definicién.

Definicién 1.2.1. (o - Algebra) Sea Q # 0. Una coleccidn J de subconjuntos
de Q, es decir, J C P(Q). Se dice que es una o—dlgebra sobre §) siempre que se

satisfagan las siguientes 3 propiedades:

1. Qey
2. Si A €J entonces A° € J. Donde A° es el complemento de A.

3. 81 Ay, Ag, ... €3, entonces | Jio, A; € J.

Los elementos de J se llaman eventos y a la pareja (2, J) se le llama un espacio

medzible.
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Al considerar el ejemplo de lanzar la moneda donde 2 = {C, S}, se puede ver
que los conjuntos F = {0, Q} y G = {0,{C},{S},{C, S}} son o—4&lgebras sobre
Q, mientras que H = {0, {C}} no lo es.

Una caracteristica que tienen las o—algebras es que si Q # 0 y J1,J2,... son
(o]

o—algebras sobre €2, entonces ﬂ J; resulta ser una o—algebra sobre €2, por otro
i=1
lado, en general la union de o—4élgebras sobre €2 no resulta ser una c—algebra

sobre (). Lo anterior nos facilita dar la siguiente definicién.

Definicién 1.2.2. (0—Algebra Generada) Sea Q # 0 y sea A una coleccion

de subconjuntos de Q). Sea M = {J : J es una o-dlgebra sobre 2 que contiene a A}.
Entonces o(A) := ﬂ J es la mds pequena og—dlgebra sobre ) que contiene a

JeM

A. o(A) es llamada la o—dlgebra generada por A.

Puede resultar natural el hecho de pensar que el espacio muestral de cierto ex-
perimento sea el conjunto de los niimeros reales, esto quiere decir, 2 = R. Lo
anterior nos motiva a definir la c—algebra de Borel, la cual resulta ser la
mas pequena o—algebra sobre R que contiene todos los intervalos de la forma
(—00,a] donde a € R. Simbolizaremos la o—algebra de Borel por B y diremos

que A es un subconjunto de Borel si A € B.

Una vez dado el concepto de espacio medible podemos a continuacién definir

una medida de probabilidad y posteriormente espacio de probabilidad.

Definicién 1.2.3. (Espacio de Probabilidad) Sea (2, J) un espacio medible.
Una funcion P de valor real definida sobre J es una medida de probabilidad sobre

(Q,3) siempre que satisfaga las siguientes condiciones:
1. P(A) >0 para todo A € J (Propiedad de nonegatividad,).
2. P(Q) =1 (Propiedad de normalizado)

3. Si Ay, Ao, ... son eventos mutuamente excluyentes en J, esto quiere decir
que
A;NA; =0 para todo i # j

Entonces

P <U Az-) => P(4) (Aditividad contable)
=1 =1
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A la tripleta (Q,J, P) se le llama un espacio de probabilidad.

1.3. Variables Aleatorias

Los esfuerzos de dar una mirada superficial y ligera a los conceptos que hasta
el momento hemos planteado se han hecho con el fin de llegar al concepto de
variable aleatoria y vector aleatorio junto con algunas de sus propiedades, el
primero de estos conceptos que resulta ser de gran interés nos permite asignarle
una caracteristica numérica a los eventos de nuestros experimentos y el segundo
concepto nos facilita manipular simultaneamente la relacién entre mas de una
variable aleatoria. Empezamos entonces con el concepto de variable aleatoria

en esta seccion.

Definicién 1.3.1. (Variable Aleatoria) Sea (2,3, P) un espacio de proba-
bilidad. Una variable aleatoria (real) es una funcion X : Q — R tal que, para
todo A € B, X~'(A) € J, donde B es la o—dlgebra de Borel sobre R como se
vio anteriormente. FEquivalentemente X : ) — R es una variable aleatoria si
y solo si X ((—o0,x]) € J para todo x € R lo cual se tiene por el hecho que la
o-dlgebra de Borel B en R estd generada por la coleccion de todos los intervalos

de la forma (—o0,z],z € R.

Cuando se tiene una variable aleatoria X : {2 — R sobre un espacio de pro-
babilidad (€, J, P) podemos dar una nueva medida de probabilidad a la que
llamaremos Px definida sobre B, tal que para todo B € B

Px(B) = P(X"'(B)) :== P({X € B}l

A esta nueva medida de probabilidad sobre (R, B) se le llama la distribucion de
X y estd bien definida ya que, X ~1(B) € J. Se puede verificar que Py satisface
cada una de las propiedades de una medida de probabilidad y formalizamos la

definicion de esta medida de probabilidad a continuacion.

Definicién 1.3.2. (Funcion de Distribucion) Sea X una variable aleatoria

real. A la funcion Fx definida sobre R mediante

Fx(z) := Px((—o0,z])
= P(X <ux)

Por notacién se define {X € B} := {w € Q : X(w) € B} para todo B € B. En particular
{X e (—0,z]} ={X <z} ={weQ: X(w) <z}
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se le llama la funcion de distribucion (o funcidn de distribucion acumulada fda)
de la variable aleatoria X. Usaremos la notacion X ~ F' para referirnos a que

la variable aleatoria X tiene como funcion de distribucion a F.

Algunas propiedades que caracterizan las funciones de distribucion de una va-

riable aleatoria se muestran a continuacion.

Teorema 1.3.1. (Propiedades de la Funciéon de Distribucion) Sea X
una variable aleatoria real definida sobre (2,3, P). La funcidn de distribucion

Fx satisface que

a) Six <y entonces Fx(x) < Fx(y). Es decir, Fx es una funcion nodecrecien-
te.

b) Fx(zh) := hh’m+ Fx(xz + h) = Fx(z) para todo x € R. Esto quiere decir que
—0
Fx es continua a derecha en todo punto de R.

¢) lim Fx(z)=1.

T—00
d) lim Fx(x)=0.

T—r—00
Si situamos la inversa generalizada en funciones de distribuciéon F' : R — [0, 1],
la funcién inversa generalizada se conoce como la funcion cuantil, a la que tam-
bién notaremos F'~! en adelante aun cuando F no sea continua y estrictamente

creciente. Ademas, si tomamos « € (0, 1), se puede asegurar lo siguiente.

Teorema 1.3.2. El inf de D, existe.

Demostracion. Para que el inf exista debemos probar que el conjunto es no
vacio y que ademas esta acotado inferiormente.
Veamos primero que D, es un conjunto no vacio. Por Teorema[l.3.1]i] tendremos
que

lim F(z) = 1.

Tr—00
Entonces para cualquier € > 0 existe Ny € N tal que |F(z) — 1| < € siempre que
x > Ny, en particular |[F'(Ny) — 1| < e y por estar F' acotada superiormente por

1 tendremos que para 0 < a < 1

1 — F(No)

IN
[

a=1—c¢

A
=
5
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es decir, Ny € D,,.
D, es un conjunto acotado, pues por el por Teorema [I.3.1)[d] tenemos que
lim F(z) = 0

T—r—00

lim F(—z) = 0

T— 00

por tanto para todo € > 0 existe Ny € N tal que si x > Ny entonces |F(—Np)| <

€, en particular por ser a > 0 y estar F' acotada inferiormente por 0 se tendra que
F(—Np) < a. (1.1)

Por otro lado, si z € D, y * < —Nj se tendria que F(—Ny) > F(z) > « por

Teorema [1.3.1]ld, hecho que contradice (L.1) y por tanto para cualquier z € D,
se debe cumplir que —Ny < x. O

La definicion de variable aleatoria que hemos dado coincide con la de una funcién
medible, en ese sentido, si usamos el hecho que toda funcién T': R — R
monoétona es medible, obtenemos el siguiente teorema que caracteriza variables

aleatorias bajo transformaciones monétonas.

Teorema 1.3.3. 5i T : R — R es mondtona y X : @ — R es una variable

aleatoria, entonces T(X) : 2 — R es también una variable aleatoria.

Demostracion. T(X) es una variable aleatoria, pues si tomamos B € B se puede
ver que

[T(X)~'(B) = X' [T71(B)]
y dado que By = T71(B) € B, por ser X variable aleatoria se tendrd también
que X YT7Y(B)) € B. O

La anterior proposicién abre paso al siguiente resultado, el cual serd de gran
utilidad cuando se le apliquen transformaciones crecientes a las variables alea-

torias.

Proposicién 1.3.4. Si X es una variable aleatoria con funcion de distribucion

F y T es una transformacion creciente, entonces
1.{X <z} Cc{T(X)<T(x)} y

PIT(X) < T(z)] = P[X < 2] + P[T(X) = T(x), X > z] (1.2)



CAPITULO 1. PRELIMINARES 7

2. P[F(X) < F(z)] = P[X < a].

Demostracion. Para mostrar la contenencia consideremos los conjuntos A =
{X <z} ={weQ: Xw) <z}yB={TX) <T(x)} ={weQ:
T(X(w)) <T(z)}. Seaw; € Aentonces X (w;) < x, por ser T’ creciente entonces
se tendra que T(X(w)) < T(z), es decir, w; € B. Lo anterior nos permite
asegurar que B =AU (BN A°), donde AN (BN A°) =, por lo tanto,

PT(X)<T(z)] = P(B)=PAU(BNAY)

z)+ P(T(X) <T(z),X > x)
<z)+P(T(X)=T(x),X > x)
T(X)<T(x),X >x)
= P(X<x)+P(T(X)=T(x),X > x) por ser T creciente

queda probada asi la primera parte. Notese que si T fuera estrictamente crecien-
te, entonces P(T(X) =T(z),X >z) =0y asi P[T(X) <T(x)] = P[X < z|.

La segunda proposicion resulta de tomar 7' = F en y teniendo en cuenta
que para cualquier z, el evento { F(X) = F(x), X > x} corresponde a una parte

constante de la funcién de distribucién, es decir, su probabilidad es cero. O

Una vez dada la definicion de variable aleatoria junto con algunas propiedades
de las funciones de distribucién estamos listos para introducir el concepto de

vector aleatorio.

1.4. Vectores Aleatorios

Hasta el momento hemos centrado nuestra atencién en estudiar una sola ca-
racteristica de un experimento dado, sin embargo junto con la necesidad de
generalizar y de manipular simultaneamente el comportamiento de dos o mas
variables aleatoria surgen los vectores aleatorios.

Debido a que mas adelante los vectores aleatorios jugaran un rol importante
para modelos en dos dimensiones, restringiremos los resultados de esta seccion
al caso bidimensional, sin embargo el lector interesado en conocer el compor-

tamiento en mayores dimensiones puede consultar en [2], pues como lo hemos
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hecho en las anteriores secciones, los resultados sobre vectores aleatorios seran
tomados también de ahi.

Definicién 1.4.1. (Vector aleatorio) Sean X1, Xs variables aleatorias defini-
das sobre el mismo espacio de probabilidad (Q,J, P). A la funcion X : Q — R?
definida por

X(w) = (X1(w), Xa(w)) P

se le llama un vector aleatorio bidimensional y lo llamaremos simplemente vec-

tor aleatorio en adelante.

Analogo a lo visto en variables aleatorias, a la medida de probabilidad definida
por
Px(B):=P(X € B);B € B,

se le llama la distribucion del vector X.

Observacién 1.4.1. Al definir Px hemos tomado B € Bsy, es decir, en la
o—dlgebra de Borel sobre R?. Esta o—dlgebra es la generada por todos los in-

tervalos de la forma
(a,b] :={z = (z1,20) ER*: a; < a; < by, i = 1,2}

donde a = (a1,as) y b = (by,by) son elementos de R? y a < b, es decir, a; <
bii=1,2.

Definicién 1.4.2 (Funcién de Distribuciéon Conjunta). La funcion de dis-
tribucién bivariada de un vector aleatorio X = (X1, X3)! : Q — R? sobre el

espacio de probabilidad (X2, J, P) estd definida para todo x1, 2 en R por
F(x1,29) = P(Xq < 21, Xy < ).

Ademds, las respectivas funciones de distribucion de las variables aleatorias X,

y Xo estan dadas por

FXl(xl) = lim (331,.CEQ)
T2—00
FX2 (232) lim (asl,xg)

- Tr1—00
a cada funcion Fx, se le llama la funcion de distribucion marginal de la
variable X;,j7 =1, 2.

2El superindice t indica que (X (w), Xo(w))! es el vector transpuesto de (X (w), Xao(w)).
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De lo anterior se tiene que dada la funcién de distribucién conjunta se pueden
encontrar cada una de las distribuciones marginales, sin embargo el reciproco no
siempre se tiene y serd casualmente objeto de estudio en posteriores capitulos.
Veamos a continuacién algunas caracterizaciones de la funcién de distribucion

conjunta.

Teorema 1.4.1. (Propiedades de la Funcion de Distribuciéon Conjun-
ta) Sea X = (X1, X2)" un vector aleatorio. La funcidn de distribucion conjunta

F de las variables X, Xy tiene las siguientes propiedades.
a)
AF = F(by,by) + F(ay, as) — F(ay,by) — F(b1,a3) > 0

donde a = (a1, az),b = (by,b2) € R* con ay < by y ag < b.
b) F es continua a derecha en cada componente.

c)
lim F(zy,29) =0y lim F(xy,29)=0.

T1—>—00 To——00

d)
lim F(x1,29) = 1.

(z1,22)—(00,00)

Siempre que exista una funcién f: R? — [0, +00) tal que
T2 To
F(x1,29) = P(X1 <21, Xy < 29) = / / [ty to)dt dts,

diremos que el vector aleatorio (X, X3)" es absolutamente continuo y lla-
maremos a f la funcién de densidad de las variables aleatorias X7, X5. Una
caracteristica de f que surge del Teorema [1.4.1]ld es que

/ / f(ty, to)dtydts = 1.

También, como consecuencia directa del teorema fundamental del célculo po-

demos obtener el siguiente teorema.
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Teorema 1.4.2. Sea X y X5 variables aleatorias continuas con funcion de dis-
tribucion conjunta F. Entonces la funcion de densidad de probabilidad f estd da-

da por
82F(IE1,.’L’2) 62F($’1,5E2)
flan,z2) = 0r10xs  Oxedry

para todos los puntos (x1,x3) donde f(x1,23) sea continua.

(1.3)

Terminaremos esta seccion aseverando que tanto para la variable X; como para
X5 podemos determinar sus respectivas funciones de densidad marginal,
las cuales seran las funciones que se obtengan de la siguiente manera:

Supongamos que X; y Xs son variables aleatorias continuas con funcién de

densidad de probabilidad f y definamos la funcién g dada por

oler)i= [ Flarwo,

X1 1 [ee)
/ g(u)du = / / f(u, z9)dzodu
= lim/ / f(u, x9)dxodu
t—o0

= hmF:zcl,) Fx, (x1).

Asi

Ademas, dado que

/ g(x1)dxy = / / f(z1, x9)dxodry =1

g serd la funcién de densidad marginal de la variable aleatoria X; y de manera
analoga podemos hallar la funcion de densidad marginal de la variable aleatoria
X,. En adelante notaremos estas funciones por fx,(z;),i = 1, 2.

Para terminar esta seccién mencionaremos el siguiente teorema que se tiene

para el caso de variables aleatorias absolutamente continuas.

Teorema 1.4.3. (Teorema de Transformacion) Sea X = (X1, Xs) un
vector aleatorio con funcién de densidad fx y sea g : R? — R? una funcién
inyectiva. Supdngase que tanto g como su inversa h : R*> — R? son continuas.
Si las derivadas parciales de h existen y son continuas y st su Jacobiano J
es diferente de cero, entonces el vector aleatorio Y = (Y1,Ys) := g(X) tiene

funcion de densidad fy

| (y1, yo)| fx(h(y1,42)), si(y1,y2) estd en el rango de g
Fr(yi,92) = (1.4)

0, en cualquier otro caso.
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1.5. Relacion Entre Variables Aleatorias

En la literatura nos encontramos con que dos eventos dados A y B se dicen
independientes si y solo si P(ANB) = P(A)P(B), de lo contrario seréan eventos
dependientes. Extenderemos un poco el concepto de dependencia e independen-

cia a las variables aleatorias en esta seccion.

Definicién 1.5.1. (Variables Aleatorias Independientes) Sean X, y Xo
dos variables aleatorias reales definidas sobre el mismo espacio de probabilidad.

St para cualquier par de conjuntos de Borel A y B de R tenemos que
P(X, € A, X, € B)=P(X, € A)P(X, € B),

entonces decimos que X1 y Xo son independientes.

Como consecuencia de la anterior definicién podemos afirmar que para todo

1, T2 € R tendremos que
F(xy,29) = P(X1 <21, X5 < 23) = P(X; < 21)P(Xy < 19)

es decir,
F(zq1,29) = Fx,(x1)Fx,(x2) para todo z1,xs € R. (1.5)

Reciprocamente si se tiene la condicion de la ecuacion entonces las variables
seran independientes.

Ya que parece normal encontrarse en la realidad con fenémenos dependientes, un
tipo de dependencia que se podria tener es la lineal. Definiremos a continuacion
dos conceptos importantes para determinar si existe dependencia lineal entre dos
variables aleatorias, estos son el de covarianza y coeficiente de correlacién.
Como se podra ver mencionaremos la esperanza matematica y la varianza de una
variable aleatoria X notadas por E(X) y 0(X) respectivamente, mas detalles
sobre las definiciones o propiedades de estas cantidades se pueden consultar
en [2].

Definicién 1.5.2. (Covarianza) Sean X, y Xo variables aleatorias definidas
sobre el mismo espacio de probabilidad y tales que F(X?) < oo y E(X3) < .

La covarianza entre X1 y Xo esta definida por:

OOU(Xl, XQ) = E{[Xl — E(Xl)][X2 — E(XQ)]} (16)

Algunas propiedades de la covarianza son:



CAPITULO 1. PRELIMINARES 12

COU(Xl,XQ) = E(XlXQ) - E(Xl)E<X2)

COU(Xl, XQ) = COU(XQ, Xl)

0'2(X1) = COU(Xl, Xl)

Cov(aX; + b, X3) = aCov(X;, X3) para cualquier a,b € R

Una resultado adicional surge de la primera propiedad antes mencionada y es
que si X7 y X; son independientes, entonces C'ov(X7, X3) = 0, esto debido a que
E(X1X,) = E(X;)E(X3) dada la independencia entre las variables aleatorias
X, y Xs. Sin embargo, el reciproco de esta afirmacién no se tiene en general.

Hemos llegado a la parte final de este capitulo donde presentaremos una medida
de dependencia lineal que nos resultara 1til y con la cual compararemos algunas

bondades de medir dependencia mas adelante.

Definicién 1.5.3. (Coeficiente de Correlacion) Si X, y Xy son variables
aleatorias con 0 < 0%(X;) < 0o y 0 < 02(X3) < 00, el coeficiente de correlacidn
entre ellas estd dado por

Cov(X1, X5)

P, %) = 0?(X1)o?(Xz)

(1.7)

Este coeficiente toma valores en el intervalo [—1,1] y cumple que si las varia-
bles aleatorias X; y X5 son independientes p(Xi, X3) = 0 como consecuencia
de que Cov(X7, X3) = 0. Si hay dependencia lineal perfecta entre las variables,
es decir, Xo = aX;+bo P[Xy =aX;+0 =1paraa € R\ {0},b € R en-
tonces p(Xi, X2) = £1, por dltimo cuando hay dependencia lineal imperfecta,
—1 < p(X1,Xs) < 1.

A pesar de ser el coeficiente de correlacion uno de los conceptos mas asociados
con dependencia, es solo una medida estocdastica particular que tiene compor-
tamientos deseados cuando de distribuciones normales multivariadas o mas ge-
neralmente distribuciones elipticas se trata. Sin embargo, resulta desventajoso

por los siguientes aspectos:

» Las varianzas de X; y X5 deben ser finitas o la correlacion lineal no esta
definida.

= Si dos variables aleatorias son independientes su coeficiente de correlacion
lineal es cero, el reciproco en general no es cierto, es decir, si el coeficiente
de correlacién lineal entre dos variables aleatorias es cero, no siempre se

puede asegurar independencia entre las variables.
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= La correlacién lineal no es invariante bajo transformaciones crecientes no
lineales T' : R — R. Es decir, para dos variables aleatorias X, X, se

tiene en general que

p(T(X1), T(X2)) # p(X1, Xo).



Capitulo 2

Teoria de Copulas y

Dependencia

Ante la necesidad de encontrar alguna relacion funcional que determinara la
dependencia entre variables aleatorias y entre las funciones de distribucién mul-
tivariadas y sus marginales de menor dimensién, el matematico Abe Sklar da la
definicion de la funcion cépula junto con el teorema que lleva su nombre, esto
sumado a los trabajos realizados por Hoffding, Maurice Fréchet, Ferén, Bert-
hold Schweizer y otros, se convierte en el punto de partida del desarrollo de lo
que ahora se conoce como la teorfa de copulas, asi se afirma en [4]. Mostraremos
entonces en este capitulo algunos aspectos y propiedades relevantes de la teoria

de copulas.

Ya que jugara un papel importante durante el desarrollo del presente capitu-
lo, presentamos el hecho que una variable aleatoria X se distribuye uniforme

estandar y lo notamos X ~ U(0, 1), si su funcién de distribucién estéd dada por:

0, six<O
Flz)=qa, si0<z<1 (2.1)
1, siz>1

14
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2.1. Transformaciones Cuantil y de Probabili-
dad

Dado lo anterior, la siguiente proposicion sobre las transformaciones cuantil
y de probabilidad nos proporciona un par de relaciones entre la funcién cuantil

y la distribucién uniforme estandar.

Proposicién 2.1.1. Sea X una variable aleatoria con funcion de distribucion

F y sea F~! la funcién cuantil de F, es decir,
Fa) = inf D,
«a € (0,1). Entonces

1. Para cualquier variable aleatoria U que se distribuya uniforme estandar,
tenemos que F~1(U) ~ F.
Esto nos proporciona un método para simular variables aleatorias con fun-

cion de distribucion F.

2. Si F es continua entonces la variable aleatoria F(X) tiene distribucion
uniforme estandar, esto es, F'(X) ~ U(0,1).

Demostracién. Para la primera parte sea la variable aleatoria Y = F~1(U),

como consecuencia de la Proposicion [I.1.1][d] tendremos que,
PlY <y]=P[F'(U) <y]|=P[U<F(y)=Fly), yeR

De la tltima igualdad podemos concluir que F~1(U) ~ F.
Para la segunda parte, si U = F(X) tendremos también como consecuencia de

la Proposicién [1.1.1]ld] que,
P[U < u] = P[F(X) < u] = P[X < F(u)], u € (0,1)
Ademas, ya que X ~ F' y de la Proposicién
P[X < F*u)]=FoF(u)=u, u € (0,1)

Es decir, F(X) ~ U(0,1) como se querfa mostrar. O
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[lustraremos lo anterior con una variable aleatoria X ~ exp(1), es decir, X se
distribuye exponencial con parametro 1 y dado que la funcion de distribucién

de una variable que se distribuye exponencial con pardmetro A > 0 es

1— e"“, siz >0
F(z) = (2.2)
0, six <0

podremos obtener sin mayores complicaciones su funcién cuantil, la cual coin-

cide con su funcién inversa y esta dada por:

—In(l—a) :
——, si0<ax<1
F(a) = A - (2.3)

0, en cualquier otro caso.

Para ilustrar el primer resultado de la proposiciéon supongamos que queremos
extraer una muestra de mil datos que sigan una distribuciéon dada, digamos que
sea de una variable X ~ exp(1). Lo primero que debemos hacer es generar 1000
datos que se distribuyan U (0, 1).

A continuacion evaluamos estos 1000 datos en la funcién cuantil de la funcion
de distribuciéon exponencial y construimos un histograma que permita ilustrar
el comportamiento de los datos. Lo anterior se puede apreciar en la Figura [2.1],
donde notamos un comportamiento similar entre el histograma obtenido y una

curva exp(1).

Histograma y curva de los datos simulados

0.8

0.6
1

Density
0.4

0.2

0.0

Datos

Figura 2.1: Histograma de la funcién cuantil evaluada en los datos generados y una curva

exponencial de parametro 1 superpuesta.
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Para el segundo resultado de la proposicion generamos ahora 1000 datos de
una distribucion exponencial con parametro 1, evaluamos estos en su funcion
de distribucion y una vez mas construimos un histograma que nos permita ob-
servar el comportamiento de los datos. Como se puede apreciar en la Figura [2.2
obtenemos barras a la misma altura que nos permiten inferir una distribucion

de tipo uniforme en los datos, es decir, F(X) ~ U(0, 1).

Histograma de U

120
|

100
|

80

Frecuencia
60

40

20

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Figura 2.2: Histograma de las probabilidades de los datos generados.

2.2. Coébpulas

Si bien la estructura de dependencia entre dos variables aleatorias dadas X, X»
estd completamente descrita por su funcién de distribucién conjunta F'(xq, z5) =
P[X; < x1,X5 < x3], como respuesta a la idea de obtener informacién de
dependencia dado el comportamiento marginal de las variables surge el concepto

de cépula.
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Si consideramos la transformacion
T:R? — R?
(z1,22)" = (Fx,(21), Fx,(2))"

conseguimos de esta manera transformar el vector X = (Xi, X3) componente
a componente en nuevas variables aleatorias que, asumiendo su continuidad se
distribuyen U(0, 1), es decir, son variables con distribucién uniforme estandar
segun la Proposicién . La funcién de distribucién de este nuevo vector
aleatorio es lo que llamaremos la cépula del vector aleatorio (X7, X2)" o de la
funcién de distribucién F. Lo anterior sumado a la Proposicién resulta
del hecho que

F(ZB],.Q?Q) = P[Xl S ZEl,XQ S ZL‘Q]
= P[Fx,(X1) < Fx,(71), Fx,(X2) < Fx,(72)]
= C(Fx, (1), Fx,(72)). (2.4)

Definicién 2.2.1. (Cépula) Una copula C' es la funcion de distribucion de un
vector aleatorio sobre [0,1])* con marginales uniformes-(0,1). Alternativamente
si definimos u = Fi(x1), v := Fy(x3), una cdpula es una funcion C' : > — T

con las siguientes propiedades:

1. C(u,v) es no decreciente en cada componente.
2. Para cualquier u,v € 1:=[0,1]

C(u,0)=0=C(0,v) (2.5)
C(u,1) =u,C(1,v) = v (2.6)

3. Para cualesquiera uy,us, vi,ve € I tales que uy < us y v1 < 09

C(UQ,UQ) — C(U,Q,Ul) — C(Ul,l)2> + C’(ul,vl) Z O (27)

Se puede comprobar la equivalencia de las anteriores definiciones teniendo en
cuenta las propiedades de las funciones de distribucién por un lado y usando el
hecho que las marginales de la cépula son uniformes (0, 1).

El teorema que daremos a continuacién puede considerarse el manantial de la
teoria de copulas y contiene la esencia del estudio de funciones de distribucion
multivariadas y copulas, con su publicacién en 1959 por el matematico Abe
Sklar aparece por primera vez en la literatura matematica la palabra cépula.

Su demostracién se puede encontrar en |7, pag 21].
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Teorema 2.2.1. (Teorema de Sklar) Sea F una funcion de distribucion
conjunta bivariada con marginales Fx, y Fx,. Entonces eziste una copula C :

[0,1]% — [0, 1] tal que para cualesquiera 1,25 € R
F(x1>x2) = C(FXl(x1>7FX2(x2)) (28)

St Fx, y Fx, son continuas, entonces C' es unica; en cualquier otro caso, C solo
estd determinada de forma tinica sobre el conjunto RanFx, X RanFx,. También,
si C' es una copula y Fx, y Fx, son funciones de distribucion univariadas,
entonces la funcion F definida mediante (@ es una funcion de distribucion

conjunta bivariada con marginales Fx, y F,.

Si evaluamos en x;, = F );il (u;),7 = {1,2}, y suponemos que las distribu-
ciones marginales Fx,,7 = {1,2} son continuas, entonces obtenemos que
C(Fx, (Fy, (w)), Fx,(Fx, (u2))) = F(Fy(w), Fx, (u2))
y por la Proposicién [1.1.1][h] podremos asegurar que
Clur,ug) = F(Fyx/!(w1), Fy, (u2)). (2.9)

La anterior expresion proporciona una representacion explicita de la cépula C
en términos de F' y sus marginales, la cual serd de gran utilidad mas adelante
cuando hablemos de métodos de construccion de copulas.

Otra caracteristica importante es que cualquier cépula esta acotada inferior y

superiormente como se vera a continuacion.
Teorema 2.2.2. Si C' es una copula, entonces, para todo (xq,z5) € 12,
max {x; +xo — 1,0} < C(21,22) < min{xy, x2} (2.10)

Ademds, Cy(x1,19) = méx{x; + 29— 1,0} y Cu(z1,22) = min{xy,x2} son

copulas y se conocen como las cotas de Fréchet-Hoeffding para copulas.

Demostracion. Veamos primero que C' esta acotada superior e inferiormente,
sea (x1,T9) € I2, por ser C' funcién de distribucién y por tanto no decreciente,
se tiene que C(zq,22) < C(z1,1) = 21 y C(x1,22) < C(1,22) = x9, se puede
concluir asi que C(zq1,22) < min{x1,z2}. Por otro lado dado que z; < 1y

x9 < 1 por las condiciones (2.6) y (2.7)) tendremos que
C(l, 1) — C(QTl, 1) — C(l,l’g) + C(ﬁl, 1'2) Z 0
Clai,22) = C(z1,1) +C(L22) — C(1,1)

C($1,$2> > 1+ To — 1
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Ademds, ya que en general C'(z1,x9) > 0, podemos asegurar que C(xy,z3) >
méx {z; + xo — 1,0} y tendremos la primera parte del teorema.

Para demostrar que C; y C, son cépulas se debe tener en cuenta que si tenemos
la variable U ~ U(0,1) y si llamamos a V =1 — U, también V' ~ U(0,1) y por

tanto se puede ver que

Cl(l’l,xz) = P[ngl,l—Ung] (211)
Cu(z1,29) = PU <21,U < 19 (2.12)

Es decir, C; y C, son las funciones de distribucién de los vectores (U,1 — U)*
v (U, U)" respectivamente, en la Figura (2.5 se puede apreciar las gréficas co-
rrespondientes a C; y C,. O

La distribucién del vector (U,1—U)" se concentra sobre diagonal entre los pun-
tos (0,1) y (1,0), mientras que la de (U, U)* se concentra sobre la diagonal entre
los puntos (0,0) y (1,1) como se puede ver en la Figura ({2.3)).

1.0
0

08
0.

0.6
0.

0.4
I

02
0.

0.0

Figura 2.3: Izq: Concentracién de la distribucién de (U, U)¢. Der:Concentracién de la distri-
bucién de (U,1 —U)*.

2.2.1. Ejemplos de Cépulas

A continuacién se dan algunos ejemplos de cépulas, las cuales pueden ser cla-
sificadas en fundamentales, implicitas y explicitas. Las copulas fundamentales
juegan un papel muy importante a la hora de referirse a medidas de dependen-
cia como se vera mas adelante; las cépulas implicitas se extraen de funciones

de distribucién conocidas usando el teorema de Sklar pero no necesariamente
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estan expresadas de forma sencilla; las expresiones de las copulas explicitas son
mas sencillas y se pueden construir usando las caracteristicas matematicas de

las cépulas.

Copulas fundamentales.

= Coépula de independencia:
H<I17 xz) = X122

Esta copula caracteriza variables aleatorias independientes, es decir, si
por un lado tenemos en cuenta el hecho que dos variables aleatorias X;
y Xy con marginales Fx,, Fx, respectivamente y funcién de distribucion
conjunta F, son independientes si y solo si F(z1,xs) = Fx, (z1)Fx,(z2), y
por otro lado consideramos la expresién , podemos afirmar entonces

que X; y X, son independientes si y solo si su cépula es la cépula de

independencia.

1.0

0.8

0.6

0.4

0.2

0.0

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Figura 2.4: Izq: Gréfica de la cépula II. Der:Contorno de la cépula II.

s Cotas Fréchet-Hoeffding
Ci(z1,x9) = max {x1 + x2 — 1,0}
Cu(z1,9) = min{xq, 22}

Este par de copulas de las que hablamos antes describen dependencia
negativa perfecta y positiva perfecta respectivamente, conceptos que exa-

minaremos con mayor detalles mas adelante.
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Figura 2.5: Arriba: Gréfica de la cépula C, y su contorno. Abajo: Gréfica de la cépula C; y
» Familia de cépulas de Frank con parametro 6 € R, 0 #£ 0
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Figura 2.6: Arriba: Gréafica y contorno de la cépula de Frank de pardmetro § = 10. Abajo:
Grafica y contorno de la funcién de densidad de la cépula de Frank de parametro 6 = 10.

2.2.2. Coépula Gaussiana

La cépula Gaussiana hace parte de las copulas implicitas y le dedicaremos espe-
cial atencion porque jugara un papel fundamental en el desarrollo del objetivo
del presente trabajo. Recordemos que si una variable aleatoria X tiene distri-

bucién normal estandar, entonces su funcién de distribucién ® estd dada por:

oo [ ()
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Por otro lado, si el vector aleatorio (X7, X5)! tiene funcién de distribucién nor-

mal estandar bivariada entonces su funcién de distribucion conjunta es

(02 2 2
(Y3 — 2pv192 + ¥3) } dndin.

X1 x2 1
O (21, :/ / —ex {
b(71, o) B A S 7 p 2(1 — p?)

donde —1 < p < 1 es el coeficiente de correlacion entre las variables X; y Xo.
Lo anterior nos permite definir la cépula Gaussiana C’f“ €como C’f“(u,v) =

®H (P! (u),®(v)) la cual se obtiene como consecuencia del Teorema de Sklar

y la expresion (2.9)), es decir,

7w p@7H) 1 —(s% — 2pst + 12)
Ga pPS
- - dsdt
G w) /_oo /_oo 2(1— p)' ‘”‘p{ 2(1— ) } e
(2.14)

por tanto, variables con funcién de distribucién C5*(®(x), ®(v)) son variables

normal estandar bivariada con coeficiente de correlacién p.

2.2.3. Meétodos de Construccion de Cépulas

A continuacién ilustraremos un par de métodos que permiten construir cépulas
bivariadas bajo ciertas condiciones. El primero serd el método de inversion, el
cual es una consecuencia de y el segundo que se describe en [3] serd de
gran importancia més adelante. Una larga lista de métodos de construccion

geométricos y algebraicos de cépulas se puede encontrar en el Capitulo 3 de [7].

» Método de Inversioén: este método ya se usé para definir la cépula Gaus-
siana y como se ha dicho consiste en aplicar la expresién (2.9)), es decir,
dada una funcién de distribuciéon bivariada F' con marginales continuas

Fx, y Fx, siempre se tendra que
Clar,w2) = F(Fy, (1), F, (22))

es una copula. El siguiente ejemplo que se encuentra en [7, pag 22] ilustra

el método de inversion.

Ejemplo 2.2.1. Sea

(z141)(e*2-1)
z1+2e%2—1

F('xl’x?) =ql—e", (x17$2) S [_LOO] x [Oa OO]

(x1,22) € [—1,1] x [0, 00]

0, en cualquier otro caso.
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Figura 2.7: Arriba: Grafica y contorno de la cépula Gaussiana de parametro p = 0,5. Abajo:

Grafica y contorno de la funcién de densidad de la cépula Gaussiana de pardmetro p = 0,5.

Sus marginales estan dadas por

0, stz < —1
Fx, (1) = ¢ @ i 4y € [-1,1]
1, sixy >1
y
0, sixg <0

Fx,(22) = B ,
1—e ™2, sixzg > 0.

Por tanto las funciones cuantiles seran F);ll (up) =2u; — 1y F)}j (ug) =
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— In(1—wusz) para todo uy, us € [0, 1], entonces segun el método de inversién

U U2

F(Fy!(w), Fx, (u2)) = AT
= C(Ul,UQ)

es una cépula.

» Por otro lado, si tenemos dos funciones f, g : [0,1] — R donde fol f(z1)dx, =
fo (x9)dxs = 0y f(x1)g(xe) > —1 para todo zy,29 € [0,1]. Pode-
mos generar una variedad de cépulas teniendo en cuenta que h(zq,x2) =

1+ f(z1)g(x2) es una funcién de densidad bivariada sobre [0, 1]%. Por lo

Clay, ) = / / " hun, ) dusduy
_ / / 1+ f(ur)g(us)dusduy
_ x1x2+</ Fun) dul) (/0 g(uz)du2> (2.15)

es una cépula. Si por ejemplo escogemos f(x1) = a(l — 2xy),g(xs) =

cual,

(1 —2x4), |a] <1 obtenemos la cépula de Farlie-Gumbel-Morgenstern de

pardmetro a, C(xq,x2) = z122[1 + a(l — 21)(1 — x2)].

2.2.4. Invariancia

Resulta conveniente en muchas situaciones ver el comportamiento de nuestros
modelos probabilisticos cuando les aplicamos cierto tipo de transformaciones;
veremos en la siguiente proposicion cémo las cépulas son invariantes bajo trans-
formaciones estrictamente crecientes y continuas de las marginales. En conse-
cuencia esta sera una gran ventaja frente a la propiedad de invariancia del coe-
ficiente de correlacién lineal que se cumple Unicamente bajo transformaciones
crecientes lineales. Ademads se puede demostrar que en general bajo transfor-
maciones estrictamente mondétonas y marginales continuas, los cambios en la

copula son predecibles, Ver [7, pag 26].

Proposicién 2.2.3. Si (X1, X,)! tiene copula C' y Ty, Ty son funciones conti-
nuas estrictamente crecientes, entonces (T1(X1),T2(X2))" también tiene copula

C.
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Demostracidon. Sea C'la funcién de distribucién del vector (Uy, Usy)* (para el caso
de marginales FY,),i = 1,2 continuas se puede tomar U; = Fy,(X;),i = 1,2).

Entonces tendremos que

C(FTI(XI)(fEl),FTQ(XQ)(@))
= P U < Fryx))(21), Us < Fry(x,)(22)]
_p [FT‘ll(Xl)(Ul) < 1, Fpl, (Us) < xg]
= P[Py o T (U < (B 0 T (0) <
= P[TioFy (Uy) <ay,Tyo Fy} (Us) < o]
= P11 (X)) <21, T5(Xy) < a9

]

Observaciéon 2.2.1. Nétese que la segunda igualdad se puede asegurar gracias
a la Proposicién [[.1.TJ[d, ademds la continuidad de las transformaciones T; es
necesaria para el caso general de variables aleatorias X; y X, ya que asi por la
Proposicién , Ti_1 resulta siendo estrictamente creciente, lo que sumado

a las Proposiciones [[.1.1]lg] y [1.3.4 nos permite asegurar que

(xp(u) = P[T(X;) <
=PI oT(Xi) < T (u)]
= PX; <77 (u)]
= FXi(Ti_l(u))

= (FXz © T_1>(U)

por tanto (Fr,x,)) ' = (Fx, 0o T71) ' =To Fyli=1,2.

2.3. Conceptos alternativos de dependencia

En esta seccion se introducen algunas nociones de conceptos sobre dependencia
entre variables aleatorias con un enfoque desde la teoria de cépulas, entre ellos
comonotonicidad y contramonotonicidad, principalmente veremos la relacién de
estos conceptos con la existencia de dependencia positiva perfecta o negativa

perfecta entre variables aleatorias.
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2.3.1. Comonotonicidad y Contramonotonicidad

Definiciéon 2.3.1. Se dice que las variables aleatorias X1, Xo son comonotoni-
cas si (X1, Xo)! tiene por cépula a Cy; y se dicen contramonotdnicas si (X1, Xa)

tiene por copula a Cj.

Dado que no se dan condiciones sobre las distribuciones marginales de X; y
X, se hace la aclaraciéon nuevamente en virtud del teorema de Sklar que cuan-
do las marginales tengan discontinuidades, C, o C}; hardn parte de la familia
de posibles cépulas de (X1, X5)!, mientras que para marginales continuas estas
estaran determinadas de manera tinica. Por otro lado siempre que las variables
aleatorias X, y X, tengas distribuciones marginales continuas podremos hablar
de dependencia positiva perfecta o negativa perfecta entre ellas, es decir, para
el primer caso que exista una transformacién creciente 1" tal que Xy = T'(X7)

y para el segundo caso que Xy = T'(X;) cuando 7" sea una funcién decreciente.

La condicién de dependencia positiva perfecta junto con la definicién de cépula
nos permite asegurar que la copula C, o copula de comonotonicidad representa
dependencia perfecta positiva entre las variables X; y Xs. Lo anterior se tiene
dado que si X; tiene distribucion Fly,, entonces la distribuciéon de X5 estard dada
por Fx, = Fr(x,) = Fx, oT*, asi la cépula del vector (X1, X5)" = (X3, T(X4))
es, por la continuidad de Fx, y F,, la funcién de distribuciéon del vector

(Fx,(X1), Fx, o T< o T(Xy)) = (U, U)'

donde U = Fx,(X1) y T* oT(X;) = X, por la Proposicién [1.1.1lg] Es decir, la
copula resulta ser la funcién de distribucién del vector (U, U) y por tanto igual
a C,.

De manera analoga la cépula C; o cépula de contramonotonicidad representa
dependencia perfecta negativa entre las variables X y X5 como se afirma en [0,
pag 190].

El siguiente teorema nos da condiciones necesarias y suficientes para establecer
comonotonicidad o contramonotonicidad entre variables aleatorias, ademéas nos
permite interpretar dichas variables aleatorias como transformaciones crecientes

o decrecientes de alguna otra variable aleatoria.

Teorema 2.3.1. El vector aleatorio (X1, X3)" tiene una de las cdpulas C, o C,

es decir, que para el primer caso

F(x1,29) = min {Fx, (1), Fx,(x2)}
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o para el otro caso
F(x1,29) = max {Fx, (1) + Fx,(xs) — 1,0} ;

si y solo si existen dos funciones mondtonas u,v : R — R y una variable

aleatoria Z de valor real tal que
(X1, X2)" =4 (u(Z),v(2)), (2.16)

con ambas crecientes en el primer caso y con u creciente y v decreciente para

el otro, aqui =4 denota la igualdad en las distribuciones.

Demostracion. Demostraremos primero la doble equivalencia asumiendo que
(X1, X3)! tiene cépula C, es decir, X7 y X5 son variable aleatorias comonotdni-
cas y luego mostraremos el caso cuando sean contramonotonicas.

Sea U una variable aleatoria tal que U ~ U(0, 1), si suponemos que (X7, X3)"

tiene cépula C, entonces tendremos de (2.12)) que

F(z1,22) = min{Fx,(21), Fx,(z2)}
= P[U < Fx,(21),U < Fx,(22)]
= P[Fy/(U) < Fx, o Fx,(11), Fy, (U) < Fy, o Fx, ()]
= P[F(U) < a1, F[(U) < a5)
la tltima igualdad que se tiene de la Proposicion [I.1.1]ld nos asegura si llamamos

u=Fy!yv=Fy] (las cuales son funciones crecientes) que
(X1, Xo) =q (u(Z),v(2))".
Ahora supongamos que se tiene para u y v crecientes, es decir,
F(x1,20) = P(u(Z) < x1,v(Z) < 1m9) = P(Z € Ay, Z € Ay), (2.17)

donde A; y A, son intervalos de la forma (—oo, a) o (—o0, @] y son elementos de
B, es decir, de la o-algebra de Borel de la cual hablamos en el anterior capitulo;
se debe cumplir entonces que A; C Ay 0 Ay C A, lo cual nos lleva a concluir

que,
F(x1,20) = min{P(Z € Ay), P(Z € Ag)} = min{F(x1), F5(x2)}

como se queria probar.

De manera similar se demostrard la doble equivalencia asumiendo que (X7, X5)"
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tiene cépula C). Sea U una variable aleatoria tal que U ~ U(0,1), asi 1 — U =
V ~U(0,1) y tendremos de (2.11)) que

F(x1,20) = max{Fx,(z1)+ Fx,(z2) — 1,0}

= P[UL FXl(xl) 1—U < Fy,(x9)]

= P[F¢( "o Fy, (z1), Fx, (1 = U) < Fyl o Fy,(22)]
= P[F1 <x1,FX2(1—U)§x2}

= P[F(U) <y, Fyog(U) <, gx)=1—=x.

también la penidltima igualdad se tiene por la Proposicién [L.1.1)[d] y se cumple
asi la primera implicacion tomando como funcién creciente a u := F)zll y COmo
funcion decreciente v := F)}j og.

Reciprocamente si se tiene para wu creciente y v decreciente entones
también tendremos la expresién ([2.17), donde A; := {Z € u™'((—o0,z1])} ¥
Ay :={Z € v ((—00, x2])}. Si A1 N Ay # () entonces

P[A; U Ay = P[Q] = 1= P[A;] + P[Ay] — P[A; N Ay
debido a la monotonicidad de u y v. Por tanto se tendra que
P[A; N Ay) = Plu(Z) < x1,v(Z) < x9] = Fx, (1) + Fx,(x2) — 1.
Por otro lado si A; N Ay = (), entonces
Fx,(z1) + Fx,(xz2) — 1 < 0.
En cualquiera de los casos siempre se cumplird que
Plu(Z) < z1,v(Z) < xo] = max{Fyx, (z1) + Fx,(x2) — 1,0}

y se completa asi la demostracion. O

Una consecuencia inmediata del anterior teorema cuando se tiene la continuidad

de Fx, y Fl, es la siguiente:

Corolario 1. Sean X, Xy wvariables aleatorias con funciones de distribucion

continuas Fx, y Fx, respectivamente, entonces

C=C < X,=T(Xy), donde T = Fy} o (1 — Fx,) es una funcién decreciente,
C=C, << Xo=T(Xy), dondeT = ngl o Fx, es una funcién creciente.
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En el Capitulo [l se definié la covarianza entre dos variables aleatorias con
varianzas finitas y se dieron algunas de sus propiedades, otra forma de hallar

la covarianza se da en el siguiente teorema que establece la que se conoce como

identidad de Hoffding.

Teorema 2.3.2. Si (X1, X5)! tiene funcion de distribucion conjunta F y margi-
nales Fy y Fy, entonces la covarianza de X, y Xy siempre que sea finita estd dada

por
cov{ (X1, Xo)'} = /OO /OO (F(x1,22) — Fi(x1) Fy(22))dr 1 dy (2.18)

Demostracion. Ver (6, pag 203]. ]

2.3.2. Propiedades deseadas de las medidas de depen-

dencia

Las medidas de dependencia como correlacion lineal, por ejemplo, expresan la
dependencia entre dos variables aleatorias en un numero. A continuacién se
daran algunas propiedades con las que deben cumplir ciertas medidas. Conside-
remos una medida de dependencia §(-, -) que asigna un nimero real a cualquier
par de variables aleatoria de valor real X; y Xs. Se espera que esta medida

cumpla las siguientes propiedades:

P.1 (S(Xl,XQ) = 5(X2,X1) (Slmetria)
P2 —1 <§(X1, Xs) <1 (Normalizacién).

P.3 §(X1, Xs) =1 & Xp, X, son comonoténicas y §(X, Xo) = —1 & X1, Xo

son contramonotoénicas.

P4 SiT : R — R es una funcién estrictamente monétona sobre el rango de
X1 .

0(X1,Xs), siT es creciente
T (X1),Xs) = (2.19)
—0(X1,X2), siT es decreciente
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Si nos fijamos el coeficiente de correlacion satisface tinicamente las condicio-
nes [I] y 2} Las anteriores propiedades pueden ser restringidas o extendidas,

por ejemplo una propiedad que seria de gran utilidad agregar es

P.5 §(X1, X3) =0 < X1, X5 son independientes.

Sin embargo, las propiedades P{] y P[] son incompatibles tal como lo veremos

en la siguiente proposicion.

Proposicién 2.3.3. Ninguna medida de dependencia satisface las propiedades
P[] y P[J simultdneamente.

Demostracidn. Supongamos que una medida 0 satisface P[4 y veamos que no
puede satisfacer PJ| Sea X = (Xi,X5)" un vector aleatorio uniformemente

distribuido sobre el circulo unitario en R?, es decir,

1 S22
5=, stz +a; =1

fx(xy,m0) = 7 ' (2.20)
0, en cualquier otro caso

por tanto podemos asegurar por el Teorema que (X1, Xp)! = (Y1, Y5)! =Y,
donde Y; = cosp, Yo =sinp y ¢ ~ U(0,27). Ademés, (— X1, Xo)! =4 (X1, Xo)',
por tanto por PH] tendremos que

(5<—X1,X2) == (5<X1,X2) - —(5<X1,X2).

Lo anterior implica que §(X7, X3) = 0 aun cuando X; y X; son dependientes,
dada la identidad cos = sin(¢ + 7). O

Si se deseara incluir la propiedad [ tendrfamos entonces que considerar tini-
camente aquellas medidas que tomen valores positivos para cualquier par de

variables aleatorias.



Capitulo 3

La Falacia

La distribucion normal bivariada es una distribucién con comportamiento ideal
en el sentido que, sus marginales resultan ser normales al igual que sus condi-
cionales. Un problema que surge con bastante frecuencia en cursos bésicos de
probabilidad es pensar en un resultado reciproco a la afirmacién anterior, esto
es, proponer una distribucién con marginales normales cuya distribucién biva-
riada no sea normal. Una forma mas general de dar respuesta a este problema,
planteado en [7, pag 23], acude a la teorfa de cépulas y se plantea a manera de

falacial] de una manera més general como sigue.

Falacia 1. Distribuciones marginales y correlacion determinan de manera unica

la distribucion conjunta.

En el Capitulo [I| nos encontramos con una forma de hallar las marginales de
una funcién de distribucién bivariada por medio de un limite, esto a su vez
nos permite encontrar el coeficiente de correlaciéon. Sin embargo, si conocemos
las distribuciones marginales de dos variables aleatorias X; y X5 y su corres-
pondiente coeficiente de correlacion, entonces existen infinitas distribuciones
posibles para el vector (X, X3)" y lo ilustraremos con el siguiente ejemplo to-
mado de [3].

Sean X, X, variables aleatorias con distribuciones normal estdndar ®(x1) y
®(z5) respectivamente, sea también p(X;, X3) = p. Entonces si (X, X5)! se

distribuye normal estdndar su funcién de distribucién F' estd dada segun la
expresién ([2.14)) por
F(x1,29) = CJ(®(21), ®(a2)).

!Entiéndase como una proposicién cuyo argumento parece valido sin serlo.

33
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Cualquier otra cépula C' # Cf“ proporciona una distribucion bivariada con
marginales que tienen distribucion normal estandar la cual no es normal biva-
riada con correlacion p. En efecto, construiremos una cépula C' como en ([2.15])

definiendo f y ¢ del siguiente modo:

2v —1
f(@1) = Ly (1) + 2y Li(y1-m)ep (1)
2v —1

9(72) = =1y, 1-(22) — > L{(y,1-7)e} (22)

donde}lgfygéy

Lgapy(a) =

f(x) 9(x)

1.0

0.5

0.0
0

-0.5
1

-0.5
1

-1.0
-1.0

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Figura 3.1: Gréfica de las funciones f y g con parametro v = 0,3

Las graficas de f y g para 7 = 0,3 se ilustran en la Figura (3.1) y en este caso
h(xy,25) = 1+ f(x1)g(x2) es una funcién de densidad, pues f y g satisfacen las

condiciones requeridas, en efecto,

» f,g:]0,1] — R.
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fo (x1)dz; = 0, pues

2v—1

1 1
/ f(z1)dz = [1{(%1—7)}@1) + 1{(%1—7)°}<x1)} dxy
0

2y -1
1{ (13 (1) + > 1{@1—7)0}(501)] dzy

2y -1

- = 2y —1
+ Liya—yy(@1) + 5 Liya—ey(@1) | day
. v

{1{(%1—7)}@1) + 1{(7,1—7)6}(%)] dz,

1

27 —1\ | _ 2y —1
_ (7 )x1 +gr;1|§”+(7 )xl
2y 0 2y 1—
2y —1 2v—-1 2y-—-1
( 2 )%L( TN 5 1=7)

27 —1
= 27(7 )+1—2'y

» Andlogamente fol g(x9)dxs = 0, pues
2y —1

1 1
/9(5172)65952 = / { Li(y -y (T2) — 5 1{(%1—%5}(%2)} d2
0 0 i
v 2v —1
- / [ 1{(71—7 T2) — 1{(%1—7)0}@2)} dry
y

2y

- 2y —1
+ / {1{717)}(552>_ 2 1{@1—7)6}(562)} day

2v—1
+ / [ ity (I2) Ty 1{(%1—7)6}@2)} dry
1—v Y

1

-
2 1
-
2y —1 2v—1 2v-—1
. (1= =) — 1-
(B )r-a-v-n- T2+ B ta-y
2 — 1
_ —27<72 )—1+2’y
f‘)/

» Ademids f(z1)g(x2) > —1 para todo x1,zo € [0, 1], para verlo considere-

mos los siguientes casos:

Laoe(y,l—y)yre(y,l—9)°
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2. €e(y,l=y)yaz€(y,1—7)
3. 21 € (7,1 =)y a € (7,1 —7)
4. 21 € (7,1 =)y 29 € (7,1 —7)°

Para cada uno de los casos tendremos que f(z1)g(x2) es igual a las funcio-

_1)2 )
nes —%, -1, —2“;1 y — (21721 ) respectivamente, las cuales son mayores
o iguales a -1, en efecto si suponemos que —% < —1 entonces,
2y —1
i 1
2y
2v—1 > 2y
lo cual es una contradiccién.
12
También si suponemos que —% < —1 entonces,
4y
2y — 1)2
& =1
4~2

2y —1)% > 442
4 —dy+1 > 4y

4v < 1
1
7 < 1
esto contradice el hecho que 1/4 < « y por tanto las funciones —272—;1 y
—% son mayores o iguales a -1. Lo anterior también se puede ver en
la Figura (3.2).

La cépula definida por h(zq,xs) con dominio ®(z1) y ®(z2) es

<I>(x1) <I>(z2)
C(®(1), D) = / / (s, us)dusduy
0 0

®(z1) ®(z2)
= O(z)P(x2) + (/0 f(ul)du1> (/0 g(u2)du2> :

Del teorema se Sklar sabemos que C(®(x1), ®(z5)) = F(x1,x2), donde F es una

funcién de distribucién con marginales ®(x;) y ® (), es decir que su funcién
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c 2y—1 ‘ 2y—1)2
(a) Gréfica de —2— (b) Grafica de —Z1=1)
2y 4y

Figura 3.2: Las regiones B y C nos permiten comprobar que para % << % las funciones

dadas son mayores o iguales a —1.

de densidad conjunta f(z1, ) estd dada por:

flx1,20) = 8$?6’x2 F(z1,x9)
0 #(o) b(e)
2w () ()

' (21) P (w2) + f(P (1)) (21)g(P(x2)) P (2)
= O'(21)®(z2)[1 + f(P(21))g(P(22))]
O (21)D' (x2) + h(P(z1), P(x2))

donde
(=] +ad)

1
@ ()0 (2) = o_exp” >

La funcién h(z,y) desaparece sobre el cuadrado [y, 1 — 7]2 , esto hace que f(z1,x2)
también lo haga en el intervalo [®~1(~y), ®~1(1—+~)]?, es decir, en el centro como
se ve en la Figura ; por tanto C' para vy < 3 y F(z,y) = C(®(z), ®(y)) no
serd una distribucién normal bivariada. Por otro lado para cada 1/4 <~y < 1/2
obtendremos una funcion de distribucién distinta, es decir, las marginales da-
das determinan infinitas funciones de distribucién conjunta. Partiendo de las

consideraciones de simetria (C'(u,v) = C(1 —u,v)),0 < u,v < 1; la correlacién
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63 -2 -1 40;

-3

x_1

Figura 3.3: Densidad y contorno de una distribucién que no es normal bivariada pero que

tiene marginales normal estandar.

independientemente de v es cero, en efecto

ctocg) =y ( [ swac) ([ seia)

dado que g(x) = — f(z). Considerando la funcién I definida sobre [0, 1] por

f

N

2v—1

2 1{<v,1—v>c}(U)} du,

0
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1.0

0.5

-1.0

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Figura 3.4: Grafica de la funcién I con v = 0,3.

explicitamente estard dada por

<272—;1>9c, si0<z<vy
Ie)=¢ 82 +2—y, siy<z<l-y (3.1)
(B) @-1), sit-y<a<,

esta funcién posee una simetria alrededor de 1/2 por la forma en que hemos

definido f como se puede ver en la Figura y por tanto satisface que

(-2 = /012 Flu)du = /01 Flu)du — /0 Fu)du = — /wa(u)du — ()

para todo z € (0,1/2).

Lo anterior implica que el coeficiente de correlaciéon es 0 dado que segin la
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expresion ([2.18)

Cov{(X1,X5)"'} = O(x9)) — P(x1)P(22))dx1dxs

(/ h f(ul)du1> (/O‘WQ) f(uﬁdw)] dxydx,

% (ul)duldx1] [ / / e uQ)dugdmgl
- [ / OJ“‘I’( e | [ @tz

Estas tltimas integrales se anulan debido a la simetria de la funcién I alrede-

dor de 1/2, por tanto se concluye que Cov{(X1, X3)'} = 0y de ahi que p =0
independientemente de ~.

Ejemplos que complementan esta falacia se pueden encontrar en [5].



Capitulo 4
Conclusiones

= Gracias a la teoria de copulas se logra ilustrar tedrica y graficamente que
las distribuciones marginales de un par de variables aleatorias y su coefi-
ciente de correlacion lineal no determinan de manera tunica la funcién de
distribucién conjunta, este hecho evidencia la necesidad de ser cuidadosos
a la hora de construir modelos multivariados dados los comportamientos

marginales.

= En el escenario de las medidas de dependencia se plantea la necesidad de
desarrollar medidas més sofisticadas que el coeficiente de correlacion lineal
de Pearson, ya que en ocasiones el escalar obtenido no nos proporciona
toda la informacién que nos interesa de un vector aleatorio, también segin
las propiedades que se esperan tener de una medida de dependencia, este
presenta desventajas, pues por un lado variables no correlacionadas en
general no son independientes y, por otro lado el coeficiente de correlacién

no es invariante bajo transformaciones crecientes no lineales.

» El teorema de Sklar constituye una herramienta fundamental en la teoria
de Coépulas, dentro de sus bondades resaltamos la facilidad que brinda
para construir modelos multivariados dado el comportamiento marginal y
su utilidad para obtener informacion sobre la estructura de dependencia
de un vector aleatorio, la cual se encuentra implicita en su funcién de

distribucién conjunta.

= Kl software R permitié la visualizacion de muchos resultados presentados
durante todo el trabajo, principalmente el paquete “copula’”facilité mani-

pular graficamente los ejemplos de los tres tipos de copulas presentados:
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fundamentales, explicitas e implicitas. Por otro lado la ilustracion de la
falacia se hizo mas notable gracias a que se pudo mostrar graficamente
que la funcion de densidad obtenida no era una normal estandar bivariada

considerando la regién en la que se anulaba.
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Apéndice A
Cddigos en R

Figura (2.1):

> u<-runif (1000)

> x<-qexp(u, rate=1) # el comando "gexp"simula la funcién
cuantil que antes hallamos

> hist(x, freq=F, xlab="Datos", main="Histograma y curva de
los datos simulados")

> curve(dexp(x), add=T)

Figura (2.2) en R:

> de<-rexp(1000, rate=1)
> U<-pexp(de,rate=1)

> hist(U, main="Histograma de U", ylab="Frecuencia")

Figura (2.4):

> library(copula)

> prodcop <- normalCopula(0)

> par (mfrow=c(1, 2))

> persp(prodcop, pCopula, main= , theta = 0, phi = 30, col=
"lightblue", xlab=, ylab=, zlab=)

> contour (prodcop,pCopula,theta = 0, phi = 30, col=

"cornflowerblue", xlab=, ylab=, zlab= )
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Figura (2.5):

> library(copula)

> mincop <- normalCopula(1)
> par(mfrow=c(1, 2))

> persp(mincop, pCopula, main= , theta = 0, phi = 30, col=
"lightblue", xlab=, ylab=, zlab=)

> contour(mincop,pCopula,theta = 0, phi = 30, col=
"cornflowerblue", xlab=, ylab=, zlab= )

> maxcop <- normalCopula(-1)

> par(mfrow=c(1, 2))

> persp(maxcop, pCopula, main= , theta = 0, phi = 30, col=
"lightblue", xlab=, ylab=, zlab=)

> contour (maxcop,pCopula,theta = 0, phi

30, col=

"cornflowerblue", xlab=, ylab=, zlab= )

Figura (2.6):

> library(copula)
> cfrank <- frankCopula(10)
> par(mfrow=c(2, 2))

> persp(cfrank, pCopula, theta = 0, phi = 30, col=
"lightblue", xlab=, ylab=, zlab=)
> contour(cfrank,pCopula,theta = 0, phi = 30, col=

"cornflowerblue", xlab=, ylab=, zlab= )

> persp(cfrank, dCopula, theta = 0, phi = 30, col=
"lightblue", xlab=, ylab=, zlab=)

> contour(cfrank,dCopula,theta = 0, phi = 30, col=

"cornflowerblue", xlab=, ylab=, zlab= )
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Figura (2.7):

> library(copula)

> norm.cop <- normalCopula(0.5)

> par(mfrow=c(2, 2))

> persp(norm.cop, pCopula, theta = 0, phi
"lightblue", xlab=, ylab=, zlab=)

> contour (norm.cop,pCopula,theta = 0, phi
"cornflowerblue", xlab=, ylab=, zlab= )

> persp(norm.cop, dCopula, theta = 0, phi
"lightblue", xlab=, ylab=, zlab=)

> contour(norm.cop,dCopula,theta = 0, phi

"cornflowerblue", xlab=, ylab=, zlab= )

30,

30,

30,

30,

col=

col=

col=

col=
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