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Resumen

En economia, una buena parte de los procesos observados a través del tiempo se
plantean como el resultado de efectos de variables latentes, es decir, procesos no
observables de forma directa. Este es el caso de la volatilidad de la rentabilidad en
el mercado financiero, la cual ha sido modelada desde comienzos de los anos 80 em-
pleando modelos de varianza condicional ARCH y GARCH y, més recientemente
modelos de volatilidad estocastica SV, los cuales presentan un menor nimero de
pardametros que los modelos GARCH y permiten estudiar la naturaleza no-lineal de
la volatilidad.Debido a que en el modelo SV no se conoce de forma exacta la fun-
cién de verosimilitud, se emplea el método de estimacion maximo cuasi-verosimil
propuesto por Geert & Campbell (1994), el cual utiliza la representacién en forma
de modelo de estados State-Space. La representacion del modelo SV mediante la
forma de estados se evalua a traves de filtros adaptativos, como es el caso de los
filtros Kalman, lo cual implica un mayor costo computacional. A partir de lo an-
terior, no necesariamente se llega a la solucién éptima del problema.

Palabras clave: Filtro Kalman, modelos de estado-espacio, modelos de volatili-
dad estocastica.

Abstract

In economics, a good part of the processes observed over time arise as the result
of effects of latent variables, ie processes not directly observable. This is the case
of the volatility of financial market returns, which has been shaped since the early
80s using ARCH and GARCH conditional variance models, and more recently
stochastic volatility models (SV), which present fewer parameters than GARCH
models and allow us to study the non-linear nature of volatility. Because in the SV
model is not known accurately the likelihood function, the method of maximum
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quasi-likelihood is used. This method uses the representation in state-space model
form. The SV model representation is evaluated through adaptive filters, such as
Kalman, which implies a higher computational cost.

Key words: Kalman filter, state-space models, volatility models.

1. Introduccion

El paradigma central de las finanzas consiste en asumir ciertos riesgos para obtener
beneficios, pero no todos los riesgos aportan las mismas compensaciones. Tanto los
riesgos como los beneficios pertenecen al futuro. Es asi como se busca minimizar los
riesgos de las pérdidas previstas al tiempo que se desea maximizar los rendimientos
esperados. Ideas que adquirieron un nuevo significado desde que Markowitz (1952),
Tobin (1958) y posteriormente Sharpe (1964), asociaron el riesgo a la varianza del
valor de una cartera, basandose en la bisqueda de la evasion del riesgo, teoria a la
cual denominaron valoracién de los precios de los activos de capital (CAPM). Este
modelo muestra que existe una relacién natural entre los rendimientos esperados
y la varianza. Luego, Black & Scholes (1973) y Merton (1974) desarrollaron un
modelo para evaluar el precio de las opciones.

Las opciones proporcionan a su propietario el derecho de vender un activo a un
precio determinado en un momento del futuro. En este sentido, las opciones pueden
ser consideradas como un seguro, pero el precio de este seguro depende de los
riesgos y estos riesgos se miden a partir de la varianza de los rendimientos del
activo. Por otra parte, la volatilidad de un periodo futuro es la medida de riesgo
que deberfa considerarse, por lo que son necesarias no sélo una medida de la
volatilidad actual, sino también una prediccién de la volatilidad futura. Teniendo
en cuenta estos aspectos, se desarrollé una nueva metodologia en los estudios de la
volatilidad, a partir del comportamiento en la rentabilidad de los activos. Razéon
por la cual se presenta el caso discreto como el continuo para la rentabilidad.

1.1. La rentabilidad

Las variaciones en el precio de apertura y cierre de un indice son la causa de la
rentabilidad. Los rendimientos son practicamente impredecibles, tienen una gran
cantidad de valores extremos y los periodos de mayor agitacién como los de tran-
quilidad estan agrupados en el tiempo. Estas caracteristicas a menudo se describen
con exceso de curtosis y agrupamiento de la volatilidad. Es decir, cuando la volati-
lidad es elevada, es probable que permanezca en alza e igual situacion cuando
esta tiende a la baja. Sin embargo, estos periodos estan limitados en el tiempo,
asi que es seguro que la predicciéon terminara acercandose hacia volatilidades me-
nos extremas. Las dos formas mas usuales en el calculo de la rentabilidad son la
rentabi-lidad compuesta y la rentabilidad continua, conceptos que se presentan,
para una mejor compresion del trabajo.
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1.2. Rentabilidad compuesta

Sean P;_; y P, el precio de cierre del indice en los periodos t—1 y ¢ respectivamente.
La rentabilidad R; obtenida en el periodo t estd dada por:
P — P4 Py

R, = = —1,t=1,2,..T 1
‘ P P, e

La rentabilidad en k — periodos, estda dada por:

Ri(k) = Pf_tk ~1,t=1,2.T (2)

1.3. Rentabilidad continua

Sean P;_1 y P, el precio de cierre del indice en los periodos t—1 y ¢ respectivamente.
La rentabilidad R; continua del periodo t se define como:

Py
Py

re = Ln( ), t=1,2,..T (3)
La rentabilidad en k — periodos, esta dada por:

P,
Py,

ri(k) = Ln( Y=ri+ri—1+ .. +rpr1, t=1,2..T (4)

Ambos tipos de rentabilidad, se relacionan mediante la expresién:

r(k) = In{[J+ R}, t=1,2,..T (5)

Esta ultima expresion, permite analizar el comportamiento discreto de la variable
rentabilidad desde una perspectiva continua, con el fin de que sea modelada a
través de un proceso autoregresivo.

2. Volatilidad estocastica

La volatilidad asociada a una serie de rentabilidades no es observable; por tanto,
el estudiar el comportamiento de la serie de volatilidades requiere de un proceso
de estimacién. La forma maés simple de medir la volatilidad se basa en el calculo
de la desviacion tipica asociada a un conjunto de rentabilidades observadas. Asi,
se obtiene un unico valor que representa la dispersion global de los datos, pero no
la evolucién de esta dispersiéon a lo largo del tiempo. En la literatura financiera, se
define la volatilidad como una medida de la intensidad de los cambios aleatorios o
impredecibles en la rentabilidad o en el precio futuro de un titulo. En la represen-
tacién grafica de una serie histérica de rendimientos, se asocia la volatilidad con la
amplitud de las fluctuaciones del mismo. En general, la volatilidad se caracteriza:
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= Exceso de curtosis (Mandelbrot 1963) y (Fama 1965)

= Periodos de alta y baja volatilidad, también conocidos como conglomerados
de volatilidad (volatility clusters), es decir, si la volatilidad es baja o elevada
en un periodo, tiende a seguir este comportamiento (Mandelbrot 1963) y
(Engle 1982).

= De manera ocasional, se producen valores altos de volatilidad, que se inter-
pretan como discontinuidades de salto en los precios (Figlewski 1997).

= Periodos de alta o baja volatilidad tienden a estar precedidos de periodos
en los que la volatilidad es mds moderada a largo plazo (Hsieh 1995) y
(Figlewski 1997).

= Comportamiento asimétrico de las series de volatilidades, segtin informacio-
nes de los mercados financieros (Campbell & Hentschel 1992).

= Movimientos conjuntos de la volatilidad, es decir, que al estudiar en dife-
rentes mercados series distintas, pero del mismo concepto (cotizaciones, tipos
de interés, entre otros), se observa que los movimientos importantes en un
mercado estan relacionados con movimientos importantes en otro mercado

(Aydemir 1998).

Para realizar la estimacién de la volatilidad, se cuenta con métodos paramétricos
y no-paramétricos, estos tultimos poseen la ventaja de que necesitan muy pocas
hipdtesis para obtener las estimaciones de la volatilidad. Entre los métodos pa-
ramétricos, se cuentan los basados en el cdlculo de medias méviles y los que asu-
men un modelo para estimar la volatilidad. Sin embargo, existen otros métodos
para calcular la rentabilidad basada en otros precios. Por ejemplo, (Garman &
Klass 1980), estiman la volatilidad de un dia a partir de la diferencia entre el
precio més alto y el mas bajo del dia.

La volatilidad diaria o2, se puede definir:

n

52 = 9,361 Z (H; — Ly)* (6)

n :
=1
Donde H; es el precio maximo, L; es el precio minimo y n es el nimero de dias.

2.1. Modelos GARCH

Engle (1982), inicialmente presenté un caso particular, los modelos ARCH y pos-
teriormente Bollerslev (1986), presenta la forma general GARCH. En los modelos
GARCH, se plantea la varianza como una estimacién de la volatilidad, esto a través
de dos ecuaciones. La primera ecuacién explica la evolucién los rendimientos en
funcién de rendimientos pasados y la segunda ecuacién modela la rentabilidad. La
expresion matematica de este modelo es:
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Sea {Y;} un proceso de rendimientos observados, que obedece la ecuacién:

Yo = Bo+b1Yim1+BYi o+ .+ BpYiop+ 1 (7)
Donde:
e =\ ho
Yy

e = {Ut}NNIID(O,l)

con {ut}, es un proceso GARCH y se denota p, ~ GARCH (r,m), si obedece la
ecuacién:

hy = ao+aithi—1+ashi_o+ ...+ arhi—, + cl,utz_l + 02,uf_2 + ...+ cm,uf_J@éS)

El modelo més utilizado en el cdlculo de la volatilidad es el GARCH (1,1), para
este modelo la ecuacién (7), se reduce a:

hy = ao—|—a1ht_1—|—cl,ut2_1 (9)

Los modelos de la familia GARCH, presentan problemas relacionados con la pre-
diccién Figlewski (1997), debido a que necesitan un gran ntmero de datos para
obte-ner una estimacion robusta y no estan disenados para generar predicciones de
la varianza varios pasos adelante, lo cual genera inconvenientes en las estimaciones,
puesto que periodos de alta volatilidad suelen estar precedidos de periodos de baja
volatilidad y viceversa, es decir que el efecto de una perturbacion aleatoria en la
volatilidad tiene efectos duraderos en el tiempo. En este sentido, los modelos con
memoria larga DTARCH, han resultado mas eficientes para modelar la estructura
dindmica de la volatilidad; de estos se presentan a continuacién sus caracteristicas
mas importantes.

2.2. Modelos DTARCH

Para considerar los efectos duraderos de una perturbacion aleatoria en la volati-
lidad, en la modelacién de la varianza condicionada Li & Li (1996), proponen el
modelo ARCH de doble umbral DTARCH, el cual combina las caracteristicas de los
modelos TAR, propuestos por (Tong 1978) y de los modelos ARCH. Estos modelos
DTARCH, se caracterizan porque la esperanza condicionada posee una estructura
lineal dentro de cada régimen y la varianza condicionada cambia a partir de unos
niveles previos de la serie.

Se dice que un proceso {Y;} sigue un modelo DTARCH, con pardmetros
(li,p1y ey pi1, b2, @1,y -, qu2), sl satisface la ecuacion:

I Pj
Y, = Z[Cb(()]) + Z ¢§])Yt—1]1(yt,deRj) + et (10)

j=1 i=1

Comunicaciones en Estadistica, junio 2010, Vol. 3, No. 1



84 Ronne Tamayo Medina & Heivar Yesid Rodriguez Pinzén

Donde :
E(z/Fiey) = 0, 0 >0, Foy =0(Yi_1,...) (11)
l2 . k. 9k
Var(ee/Fio) = he=[> 00" + 3.3 oWei i i, soery (12)
k=1 r=1s=1
A su vez :
Rj = (Tj_l,’r‘j, ] = 1, ...ll, RZ = (’I”;:_LT;;], k= 1, lg

{R;} v {R}.} son dos particiones diferentes de la recta real, z(k) = [0'7(];)] es de-

finida no negativa, d y d* son pardmetros de retardo, no negativos. El modelo
DTARCH, no es facil de implementar y posee un gran nimero de pardametros, lo
cual implica disponer de un gran niimero de observaciones y esto no siempre se tie-
ne. La familia GARCH, considera a la volatilidad como una funcién deterministica
de las observaciones pasadas, es decir, la varianza condicionada se mantiene fija y
no tiene en cuenta factores aleatorios, lo cual hace a estos modelos ineficientes en la
fase de prediccién (Rabemananjara & Zakoian 1993). Una posible alternativa para
resolver los inconvenientes anteriores, son los modelos de volatilidad estocéstica,
que se presentan a continuacién y que son el centro de interés de este trabajo.

2.3. Modelos de volatilidad estocastica

Una posible soluciéon a los inconvenientes observados en los modelos anteriores, se
plantea a través del modelo de volatilidad estocéstica SV, introducido por Taylor
(1986) y Shephard (1986), en donde se supone que la rentabilidad depende de una
variable no observable (variable latente), que sigue un proceso estocastico ARMA
y de una variable aleatoria independiente e idénticamente distribuida. En general,
se tiene que las rentabilidades observadas {Y;}, se expresan:

}/t = Ot€t, Et IID(O, ].) (13)

Los modelos SV, especifican el algoritmo de la volatilidad como un proceso es-
tocastico lineal. En la version més simple, se tiene que la solucién para este modelo
se construye a partir de su representaciéon de un modelo AR(1). De la ecuacién
(13), elevando al cuadrado y evaluando Ln se obtiene:

InY? = Lno}+ Lne;, e ~ I11D(0,1) (14)
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y la volatilidad o obedece la ecuacién:

Lno? = fo+ Biln(o? ) +ws, {w} ~ NID(0,0,) (15)

Los modelos ARCH y los modelos SV, difieren en la definicién de la ecuacién que
modela las volatilidades. En los primeros a la volatilidad se le considera una fun-
cién no-estocastica lineal del comportamiento pasado de la serie, mientras que en
los modelos SV, la volatilidad se considera una componente no observable de la
serie, modelada a través de un proceso lineal autorregresivo. Dos trabajos recientes
acerca de estos modelos es el de (Breidt et al. 1998), autor que considera el modelo
de volatilidad estocéastica de larga memoria LMSV. Desde el punto de vista finan-
ciero, los modelos SV son atractivos dado que constituyen una aproximacién en
tiempo discreto a los modelos en tiempo continuo utilizados en finanzas. Sin em-
bargo, su estimacién resulta més complicada que en los modelos GARCH, ya que
no se puede construir de forma exacta la funcién de verosimilitud, lo cual hace ne-
cesario la utilizacion de métodos de estimacién alternativos tales como: estimacién
de méxima verosimilitud simulada, estimacién por inferencia indirecta, el método
generalizado de momentos y finalmente la estimacién maximo cuasi-verosimil.

El método de estimacién maximo cuasi-verosimil, propuesto por Harvey (1994),
utiliza la representacién en forma de modelo de estados (State-Space), que admiten
los modelos SV para llegar a los estimados deseados. Con esta estructura, el modelo
puede estimarse, tratando las perturbaciones del modelo, bajo distribucién normal
y empleando el filtro de Kalman para obtener la descomposicién de la verosimilitud
en los errores de prediccion.

3. Modelos de estado

Entre los usos particulares de los modelos de estado (state-space model), se en-
cuentra la modelacion de componentes no observables, que pueden incluir variables
latentes, tales como el ciclo econémico, la tasa natural de crecimiento de la po-
blacién, la volatilidad en retornos de precios o expectativas inflacionarias. Aunque
las componentes del proceso no sean directamente observables, su comportamien-
to es de gran interés en campos como la econometria y el control de sistemas
lineales como se evidencia en los trabajos de (Davis & Vinter 1985) y (Hannan &
Deistler 1988). También permiten ajustar modelos con pardmetros que cambian
en el tiempo, los cuales son muy ttiles cuando se analizan cambios estructurales,
como en el estudio de (Durbin & Harvey 1985), sobre el efecto del uso de cin-
turones de seguridad en accidentes de transito en la Gran Bretana en donde la
representaciéon de una serie de observaciones a través del tiempo, se describe en
términos de sus componentes.

Yi = w+vte (16)
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donde:

= 1;: Componente de tendencia
= ~;: Componente de estacionalidad

= ¢;: Componente de Ruido Aleatorio

Un modelo de estado esta caracterizado por dos ecuaciones. La primera es conocida
como ecuacion de observacién. Correspondera a la ecuacién (17), la cual expresa
al vector de observaciones como una funcién lineal de variables de estado mas un
ruido aleatorio.

En un modelo estructural de series temporales, los elementos del vector de estado
X, son los componentes no observables de la serie.

)/t = FtXt+l1ft7 t:1,2 (17)

y {1t} ~ R.B. La segunda ecuacién, se denomina ecuacién de estado y correspon-
derd a la ecuacién (18), la cual determina el estado de la variable en el tiempo ¢
en términos del estado anterior mas un término de ruido, obteniendo.

Xt = GtXt,1 +U}t, t= 1,2 (18)
y {w:} ~ R.B. A su vez, se asume que el estado inicial es una variable no correla-

cionada con los términos de ruido y, asimismo, los ruidos son no correlacionados
entre si, es decir:

Cov(ug,w) = 0 (19)
Cov(pg,xi) = 0 (20)
Cov(wg,xg) = 0 (21)

El modelo SV, que consiste en la ecuacion (15), se transforma a su representa-
cién en modelo de estados, a través de las ecuaciones (17) y (18) respectivamente.
El propésito del andlisis en el espacio de los estados es inferir acerca de las pro-
piedades relevantes de los estados, en este caso Xi,.., X; a partir de los valores
observados Y7, ...Y;. Para ello, es preciso establecer una relaciéon entre los estados
en los momentos t y t— 1, es decir,

Lno; = Bo+ Biln(o} ) +we, {w} ~NID(0,0,) (22)

De la ecuacién (13) se obtiene:

InY? = Lno}+ Lnel, e ~ I1D(0,1) (23)

Ahora, se redefinen las nuevas variables vy, x; y n; a partir de la ecuacién (14),
obteniendo las siguientes ecuaciones:

o= InY? (24)
Ty = Lnaf (25)
Yo = Tp+ng,ng e~ Lnef (26)
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Ecuacién con la cual se estima el valor del estado, es decir, la magnitud que
evoluciona en el tiempo y que no se observa directamente, sino contaminada por
el factor de ruido. De la ecuacién (26), se tiene:

Yo = Tyt (27)

2 . . . .’
con ny ~ Lner ~ (—1.27, %-). Donde, n; no sigue una distribucién normal, pero
en donde se conoce su media y varianza, Abramovitz (1970).

Ahora, la ecuacién (15) se redefine teniendo en cuenta la transformacién (25),
obteniendo:

ry = fo+ rxe—1 +we,we ~ NID(0,1) (28)

Donde 3y es alguna transformacion lineal. A partir de lo anterior, se construyen
las expresiones matriciales de transicion, para el modelo de estados. Luego, para
la ecuacion (28), se tiene:

w0 )G ) () &

la cual, a partir de la ecuacién (18), se puede reescribir en la forma:

e = Gry_1+&, ft=< 0 ) (30)

Wy

A su vez, para la transformacién empleada en la ecuacion (24), se obtiene la
representacién en el modelo de estados, a través de la expresion:

yo = (0 1)<$1t>+nt (31)

Lo cual se puede denotar en la forma de estados de la ecuacién (17):

Yt = F.’Et + Ty (32)

Llegando asi, las ecuaciones de volatilidad a la forma del sistema de modelo de
estados:

Yt = FIIIt -+ ¢ (33)
e = Gri_1+§& (34)

Donde F, al igual que G, son transformaciones lineales que describen la evolucién
en el tiempo del sistema. Las matrices ' y G se denominan matrices de sistema
y sus valores se asumen conocidos. Sin embargo, las anteriores matrices se con-
sideran no estocasticas, aunque podrian cambiar a lo largo del tiempo de forma
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predeterminada. De esta manera, el sistema es lineal y para cualquier momento
del tiempo, el vector de variables observables y;, se puede expresar como una com-
binacién lineal de valores presentes y pasados de perturbaciones y del vector de
estado inicial 3y.

Si las matrices del sistema no cambian con el tiempo, el modelo se denomina ho-
mogéneo o invariante respecto al tiempo y los modelos no estacionarios constituyen
casos particulares que, siendo invariantes respecto al tiempo, se transforman en
estacionarios al aplicarles el operador diferencia. Las matrices del sistema, pueden
depender de un conjunto de parametros desconocidos que determinan las propie-
dades estocésticas del modelo y se denominan hiperparametros.

Noétese que la estacionariedad en media del estado se produce si 3y, o bien, si
G posee algin valor propio unitario tal que Gy es constante. Por otra parte, se
puede demostrar que los momentos de segundo orden son invariantes respecto a
t si todos los autovalores de G se encuentran dentro del circulo unitario Steyn
(1996).

4. Filtro Kalman

El origen del filtro Kalman y sus derivaciones, se remonta al concepto de regresion
de minimos cuadrados que se asocia por una parte con Legendre (1752-1833),
quien publicé la teoria en 1805 y acuné el término de minimos cuadrados. Sin
embargo, fue Gauss (1777-1855) quien desarroll el método como un instrumento
estadistico incorporando los minimos cuadrados en un contexto en el que se da un
tratamiento probabilistico a los errores. La relevancia de la exposicion de Gauss
para la teoria de estimacién de minimos cuadrados recursivos y para el concepto
del filtro de Kalman se encuentra en un breve parrafo donde Gauss muestra que es
posible detectar los cambios mas probables de un evento desconocido cuando una
nueva ecuaciéon es incorporada. Razon por la cual se le denomina filtro adaptativo,
debido a sus caracteristicas de autoajuste, es decir, permite corregir estimaciones
cuando se recibe nueva informacién.

Se define al filtro de Kalman como un conjunto de ecuaciones matematicas que
proveen una solucién recursiva eficiente del método de minimos cuadrados. El
término recursivo significa que el filtro recalcula la solucién cada vez que una nueva
observacion o medida es incorporada en el sistema. Esta soluciéon permite calcular
un estimador lineal, insesgado y éptimo del estado de un proceso en cada momento
del tiempo con base en la informacién disponible en el momento ¢t —1, y actualizar,
con la informacion adicional disponible en el momento t, dichas estimaciones. Este
filtro es el principal algoritmo para estimar sistemas dindmicos especificados en la
forma de estado-espacio.

El algoritmo conocido como filtro Kalman permite obtener informacién sobre el
estado Xy, a partir de la observacién de la variable Y;, relacionadas mediante dos
enfoques diferentes. El primero, tiene por objeto encontrar un estimador insesgado
del estado, que minimice el error cuadritico medio (Harvey 1994) y el segundo,
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se formula en términos méas amplios, ya que pretende obtener la distribucion del
estado X; condicionado a la informacién observada I; = {Y7,...,Y;}, dado que el
estimador insesgado de error cuadratico medio minimo, viene dado por la media
de la distribucién condicionada, obtenida bajo el supuesto de normalidad Steyn
(1996). En ambos enfoques, las aproximaciones son esencialmente iguales.

A partir del conjunto de informacién I;, empleado en la obtencién de la distribu-
cién condicionada del estado X;, a continuacion se definen tres casos: en el primero
de ellos la solucién al problema de prediccion ofrecerd estimaciones que son extra-
polaciones hacia el futuro de los componentes del vector de estado; por otra parte,
el filtrado permitira actualizar las estimaciones del estado no observable a medida
que se dispone de una nueva observacion; por ultimo, el suavisado ofrece la mejor
estimacién del estado en cualquier instante del tiempo con toda la informacién de
la muestra.

4.1. Prediccién para k < t

Para el modelo de estados descrito mediante las ecuaciones (17) y (18), la pre-

diccién un paso adelante para el vector de estados Xy = P;_1(X;) y su matriz de
covarianzas para el error, se denota.

Q = E[(X,— X)X, — X)) (35)
X1 = P(X1/Yy), Q= E[(X1 — X1)(X1 — X1)Y] (36)
Donde, las iteraciones para t = 1, ... se definen de la siguiente forma:
..)?tJrl = Ft)?t + GtA;l(th - Gtk\t) (37)
Qi1 = FEQUF +Q—6,A7'6; (38)
Donde:
Ay = GUG, + Ry
@t - FtQth

y A7t es cualquier inversa generalizada de A;.

4.2. Filtrado para k =1

En las estimaciones para el filtro, se tiene: X,,; = P;(X}) y la matriz de covarianzas
para el error, se denota:

Qe = BlXe = Xiye)(Xe = Xipe)'] (39)

y son determinadas por las relaciones
PX, = P_1X,+QUGA Y, —GiX)) (40)
Qe = U —QGATG (41)
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4.3. Suavizamiento para k >t

Las estimaciones para el ajuste X;,, = P, X; y la matriz de covarianzas para el
error

Q= BlXe— Xoyn)(Xe = Xi/n)'] (42)

Son determinadas por el cambio de ¢ por las siguientes iteraciones, las cuales
pueden ser resueltas sucesivamente, mediante n = ¢,¢ + 1...

P.X; = Pu1 X+ QG ALY, —GuX,) (43)
Qt‘nJrl — Qtn[Fn - GnAglGn}t (44)
Qm = Qn-1— QnGLA G, (45)

Con las condiciones iniciales,

PiaX, = X
Dy = Qt/t—lzﬂt

5. Aplicacion al caso colombiano

Con la fusion de las bolsas de valores de Bogota, Medellin y Cali en la nueva Bolsa
de Valores de Colombia, se centralizé la informacién acerca de las operaciones
en acciones, reduciendo costos de transaccion y unificando la cotizacion de las
acciones en el pafs, lo cual hizo necesario reemplazar los indices de acciones de las
tres bolsas existentes, dando origen a un nuevo indice denominado Indice General
Bolsa Colombia (IGBC). El IGBC estd concebido, al igual que todos los indices
de acciones, como un indicador de la evolucién de los precios de las acciones méas
representativas del mercado. Para el calculo del indice se selecciona una serie de
acciones bajo dos criterios:

= La rotacion de la accién en el Ultimo semestre sea mayor o igual al 0.5.

= La frecuencia de negociacién en el trimestre inmediatamente anterior sea
superior o igual al 40 %.

Los precios del IGBC serdn ponderados por un nuevo factor que enlace el indice
anterior con el nuevo para garantizar que este sélo se vera afectado por el cambio
de precios, es decir, sin incluir variaciones por el cambio de ponderadores y por
factores exdgenos del mercado. La utilizacién de este factor permite filtrar el indice
de ruidos que impiden reflejar directamente el cambio de precios, lo cual deberia
en principio quitarle volatilidad al mismo respecto a los indices existentes. Sin
embargo, los precios de las acciones colombianas son bastante cambiantes y no
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precisamente por el movimiento de sus fundamentales sino por la carencia de
inversiones de largo plazo, ya que muchas veces son especulativas.

El indice se desarrollé como un modelo matematico que busca que el precio de
las acciones se pueda predecir con el valor del indice en un momento del tiem-
po. Se define como el promedio ponderado de los precios para las acciones méas
representativas del mercado.

Donde:

= B; : Es el precio de la accién estimado en el tiempo t.
= 7; : Es una constante de proporcionalidad.

» I(t) : > W;P;(t), donde W; es el ponderador de precios.

La solucién del modelo se realiza con la minimizacién de la Suma Ponderada de los
Cuadrados de los Errores-SPCE para la canasta de acciones en todos los instantes
del tiempo.

SPCE = Y > ai(m(t) - Pi(t)? (47)

donde «; es el valor de la ponderacion de los errores segiin su importancia. Enton-
ces, el indice se define como la sumatoria del precio de cada accién que conforma
la canasta por el peso que tiene dentro de la canasta, que resulta de multiplicar
Wk por E.

") = EY WIR() (48)
Donde:

= I¥(t) : Valor del indice para t.

= ¢ : Dia o instante en el cual se calcula el indice.

= [ : Identifica el trimestre en el que W} estd vigente.

= F : Multiplicatoria de los factores de enlace.

= W} : Peso o ponderacién para la accién 4, fijo durante k.

= P;(t) : Precio de cierre vigente de la accién i en .
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Figura 1: Serie IGBC.

Las observaciones registradas a partir del martes 3 de julio de 2001 hasta el viernes
30 de diciembre de 2005 (1100 en total), se representan mediante el siguiente
grafico.

Es de resaltar que los valores corresponden al comportamiento, para la variable
IGBC, entre los dias lunes a viernes y que el factor “fin de semana”no serd consi-
derado. Considerando que los valores de la variable, pertenecen a la categoria de
variable continua, se emplea la aproximacién para tiempo discreto de la variable

(IGBC).

Retomando la ecuacién (3)

Py
Py

ry = Ln( ), t=1,2,..T

Esta transformacién permite eliminar el problema de nivel de la serie, es decir, la
”tendencia” positiva y que se representa mediante el siguiente gréfico.

La transformacién a su vez, permite analizar el proceso que en principio era de
naturaleza no-estacionaria, ahora como un proceso estacionario, al cual es posi-
ble ajustar un modelo autoregresivo AR(1). Es de resaltar que entre las ventajas
del Filtro Kalman, se encuentra al aproximacion en tiempo continuo a variables
registrades en forma discreta (dias).

Para el ajuste del modelo, se propone un modelo AR(1), y con los pardmetros de
este, se obtienen los valores del filtro. Luego a este filtro se le ajusta un modelo
AR(1) y con estos valores del filtro, se consideran los valores del estado inicial
(matriz de estados) y asi sucesivamente se realiza el proceso de estimacién de los
parametros que hacen parte de la matriz de transicién, hasta obtener una diferencia
minima entre los cambios de los parametros.
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Figura 2: Rentabilidad IGBC.

Obteniendo los siguientes resultados:

Primera iteracion
Bo = 0.0016218
61 =0.2075
Segunda iteracién
Bo = 0.0012744
£ =0.3738
tercera iteracién
Bo = 0.001274

(1 = 0.4904
Cuarta iteracién
Bo = 0.00046085
(1 =0.7722
Quinta iteracién
Bo = 0.001037

£ =0.5198
Sexta iteracion
Bo = 0.001034

(1 = 0.4851

0 100 200 300 400
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Se observa que tanto en la quinta como en la sexta iteracién, los valores de los
componentes de la matriz de estados convergen a valores similares, lo cual es una
indicacion de que estos son los valores 6ptimos para el filtro. El comportamiento
de la serie (filtrada) permite analizar la estructura original del proceso eliminando
ruido y observaciones que pueden contaminar las estimaciones del proceso. Me-
diante la siguiente grafica se observa el comportamiento general de la serie.

0.04 ] a

0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000 1100

Figura 3: Filtro Kalman para IGBC.

Estos valores pueden ser reemplazados en la matriz de estados Gy con ellos a partir
del conjunto de informacién I;, es posible encontrar valores para los tres casos
abordados para el filtro de Kalman. El primero en donde la solucién al problema
de prediccién ofrecerd estimaciones que son extrapolaciones hacia el futuro de los
componentes del vector de estado; por otra parte, el filtrado permitira actualizar
las estimaciones del estado no observable a medida que se dispone de una nueva
observacién y finalmente, el suavizado ofrece la mejor estimacion del estado en
cualquier instante del tiempo con toda la informacion de la muestra.

6. Conclusiones

La metodologia Box-Jenkins para analizar series de tiempo con problemas de nivel
y el analisis de variables latentes, presenta varias limitantes tales como eliminar
observaciones en el proceso de diferenciacion. Sin embargo, la metodologia que
emplea el modelo de estados resuelve algunos de estos inconvenientes.

La representacion en el modelo de estados de la serie, permite analizar el com-
portamiento de variables latentes y a su vez el Filtro Kalman permite analizar
procesos en los cuales la funcion de maximo-verosimilitud no es conocida, ademas
permite encontrar estimaciones para procesos que no poseen normalidad en los
residuales.
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El ajuste de modelos autoregresivos en forma iterativa, permite adaptar técnicas
clasicas del anédlisis de series de tiempo con procedimientos iterativos.
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A. Implementacion del procedimiento en SAS
Para calcular las frecuencias tedricas

title ’Modelos de Volatilidad Estocéastica’;
data datosart;

input t y ;

cards;

proc print data=datosart ;
run;
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proc gplot data=datosart;

plot y*t/ vref=0;

symboll value=circle;
title ’filtro de Kalman’;
run;

proc iml;

start lik(y,a,b,f,h,var,z0,vz0);
nz = nrow(f);

n = nrow(y);

k = ncol(y);

const = kxlog(8*atan(1));

if ( sum(z0 = .){} sum(vzO = .) ) then

call kalcvf(pred,vpred,filt,vfilt,y,0,a,f,b,h,var);
else

call kalcvf (pred,vpred,filt,vfilt,y,0,a,f,b,h,var,z0,vz0);
et = y - pred*xh‘;

suml = O;

sum2 = O;

do i =1 to n;

vpred\_i = vpred[(i-1)*nz+1:i*nz,];

et\_i = et[i,];

ft = h*xvpred\_i*h¢ + var[nz+1:nz+k,nz+1:nz+k];

suml = suml + log(det(ft));

sum2 = sum2 + et\_i*inv(ft)*et\_i¢;

end;

return(-const-.5* (sumil+sum2) /n) ;
finish;

start main;

use datosart;

read all var \{y\};

f = \{0.0016218 0.2075,0 1\};

h = \{1 0\};

a = j(nrow(£),1,0);

b = j(arow(h),1,0);

var = diag(j(1,nrow(f)+ncol(y),1e-3));

/*-- initial values are computed --*/
z0 = j(1,nrow(f),.);

vz0 = j(nrow(f) ,nrow(f),.);

logl = lik(y,a,b,f,h,var,z0,vz0);
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print ’No initial values are given’, logl;

/*-- initial values are given -—*/

z0 = j(1,nrow(£),0);

vz0 = le-3\#i(nrow(f));

logl = lik(y,a,b,f,h,var,z0,vz0);

print ’Initial values are given’, logl;

z0 = j(1,nrow(£f),0);

vz0 = 10\#i(nrow(f));

call kalcvf(pred,vpred,filt,vfilt,y,1,a,f,b,h,var,z0,vz0);

print y filt;
finish;

run;
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