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Resumen

El algoritmo de Panjer, utilizado en el cdlculo actuarial, toma como base las distri-
buciones clase (a,b), presenta una férmula recursiva para el cdlculo de la funcién
de distribucién de sumas de variables aleatorias en un modelo de riesgo colectivo.
Si la distribucién secundaria en este modelo es la ETNBD, la distribucién Poisson
Compuesta toma el nombre Poisson-Pascal. Esta es una familia de distribuciones
muy utilizada en la matemaética de E seguros y permite generar modelos estadisti-
camente apropiados. Se ilustra la metodologia de aplicacién a un conjunto de datos
de una cartera de polizas de autos. Se implementa adicionalmente el algoritmo uti-
lizando el software estadistico R.

Palabras clave: Distribucién de Poisson-Pascal, modelo de riesgo colectivo, dis-
tribuciones clase (a,b), algoritmo de Panjer.

Abstract

Panjer’s algorithm used in the calculation actuarial basis taking class distributions
(a,b), presents a recursive formula for calculating function distribution of sums of
random variables in a model of collective risk. If the secondary distribution in
this model is the ETNBD, Compound Poisson distribution is named Poisson-
Pascal, this is a family of distributions very used in the mathematics of insurance
and can generate models statistically appropriate. It illustrates the methodology
application to a data set of a portfolio of policies cars, in addition the algorithm
is implemented using the statistical software R.

Key words: Poisson-Pascal distribution, collective risk model, class distributions
(a,b), Panjer algorithm.
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1. Introduccion

La Distribucién Compuesta de Poisson y la Binomial Negativa, entre otras, son
distribuciones utilizadas en la teoria del riesgo y el cédlculo actuarial. Estas surgen
como solucién a problemas que involucran en su modelamiento sumas de variables
aleatorias. Desde la teoria de los procesos estocésticos, la distribucién de sumas
de variables aleatorias se obtiene a partir de la composicién de funciones genera-
doras de probabilidad (en matematicas se habla de la transformada Z). El método
usual para evaluar la funcién de distribucién en mencién requiere del calculo de
numerosas convoluciones y se puede convertir en una tarea complicada.

El presente articulo presenta una forma alternativa, mucho méas simple, para cal-
cular los valores de la funcién de probabilidad de sumas de variables aleatorias;
ademds, ofrece una familia de distribuciones, como son las distribuciones clase
(a,b), que permiten modelar diferentes eventos en el drea de los seguros.

2. Distribuciones clase (a,b)

Las distribuciones clase (a, b) son una familia de distribuciones que involucran una
forma funcional que permite, de manera iterativa, generar secuencias de proba-
bilidades correspondientes a una funcién de distribucion particular. La teoria al
respecto suministra un conjunto limitado de distribuciones pertenecientes a es-
ta familia, como son las distribuciones Poisson, Binomial Negativa, Geométrica y
Binomial. Formalmente, las distribuciones clase (a,b) se definen a continuacién.

Definicién 1. Una distribucion de frecuencia {py} es un miembro de la clase
(a,b) si existen constantes a y b tales que,

Dk b
=a+-, k=23... 1
Pk—1 k ()

Las distribuciones pertenecientes a esta clase puede definirse de manera recursiva,
de tal forma que la secuencia de sus probabilidades pueden obtenerse de ma-
nera iterativa. Existen apenas tres distribuciones que pertenecen a esta clase. El
siguiente teorema presenta las distribuciones a que se refieren.

Teorema 1. Las unicas distribuciones no degeneradas cuyas funciones de proba-
bilidad verifican la férmula recursiva (1) son Poi(\), BN(3,r) y Bin(q,m).

Ya que las distribuciones clase (a,b) se definen recursivamente, como se men-
cioné anteriormente, especificando dos constantes a y b, y un valor inicial pg, en la
siguiente tabla se presentan dichos valores para las distribuciones pertenecientes a
esta clase.

El proceso de truncamiento de distribuciones permite redefinir la secuencia de
probabilidades, de tal forma que las probabilidades obtenidas se adapten al pro-
blema que se pretende modelar. Surgen de esta manera las distribuciones Cero
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Distribucién a b Po
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Truncadas, notadas ZT', reconstruyendo la secuencia de probabilidades generadas
a partir de las distribuciones clase (a, b), condicionado a que pg = 0.

Definicién 2. Una distribucion Cero-Truncada notada como (ZT), con funcidn
de probabilidad pf surge de la secuencia pr cuando se asigna a la probabilidad pg
el valor cero, de esta forma la nueva secuencia de probabilidades definida a partir
de la anterior se establece como

T Pk
P = . 2
(=10 (2)

La anterior definicién permite construir otras distribuciones, que son casos es-
peciales de las cuatro mencionadas y que amplian la gama de las distribuciones
pertenecientes a la familia clase (a,b).

3. Modelo de Riesgo Colectivo

El Modelo de Riesgo Colectivo, utilizado en el drea actuarial, estudia la suma de
un numero aleatorio de variables aleatorias. Se utiliza principalmente para estimar
la probabilidad de que exista pérdida en una cartera de pdlizas. Considerando una
cartera conformada por un numero no especifico de pédlizas, que se observan en
conjunto y que tienen el mismo riesgo, se definen las siguientes variables aleatorias:

= N: Numero de pérdidas ocurridas en un periodo de estudio [0, ¢].

= X;: Cuantia de la i-ésima pérdida individual i = 1,2, ...
De esta forma, el total de pérdidas agregadas se obtiene a través de la v.a.

N
S=85=X1+Xo+ ...+ Xy =D X, (3)
i=1

y donde la distribuciéon de N se denomina la distribucién primaria y la de X; la

distribucién secundaria. La v.a. S no tiene una funcién de distribucién expecifica
que permita obtener sus valores a partir de calculos sencillos. Para calcular sus
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secuencias de probabilidades se necesitan realizar multiples convoluciones, convir-
tiéndose en un trabajo tedioso para su obtencion. El algoritmo de Panjer reempla-
za el calculo de estas convoluciones y lo simplifica, presentando una mecéanica de
céalculo recursiva bajo la condicién que la distribuciéon primaria sea de tipo clase
(a,b).

4. Algoritmo de Panjer

Entre los anos 1983 y 1992, Panjer y Willmot estudiaron las propiedades de la v.a.
definida en (3). Este estudio suministré como resultado el algoritmo de Panjer y
la solucién analitica para la funcién de distribucién de S, denotada como gy.

Teorema 2. Sila distribucidn primaria es un miembro de la clase (a,b), entonces
90 = Pn(fo) y

9z = 1_
afo

k=1,2,... (4)

donde fi denota la distribucion secundaria.

4.1. Formas de la expresion g, para algunas distribuciones

4.1.1. Caso 1: Distribuciéon primaria Poisson

A
g =2 if(i)gi-5
j=1

4.1.2. Caso 2: Distribucion primaria Binomial

7

ppZ{NH*—l}f( )9

4.1.3. Caso 3: Distribucion primaria Binomial Negativa

6 =03 (4 (@= 12110y

Jj=1
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5. Distribucion Binomial Negativa Truncada Ex-
tendida, ETNBD

La distribuciéon Binomial Negativa Truncada Extendida, ETNBD, es una distri-
bucién obtenida a partir de la distribucién Binomial Negativa Truncada, notada
por ZT — BN((,r), ampliando su espacio de pardmetros y luego de haber sido
truncada. Esta distribucion asi construida, forma parte de las distribuciones clase

(a,b).

Como se observé en el Teorema (1), existen s6lo 3 distribuciones que pertenecen
a las distribuciones clase (a,b). Para ampliar este conjunto de distribuciones, se
utiliza la distribucién ZT — BN (8, r). Utilizando los valores a y b de la distribucién
ZT — BN(f3,r) se puede obtener una distribucién del mismo tipo pero extendida
al valor —1 < r < 0. El espacio de los pardmetros se amplia para admitir una
extension que incluya casos en los que —1 < r < 0. Por tanto, los pardmetros de
la distribucién ETNBD son entonces g > 0 y r > —1, con r diferente de cero.
Mediante el uso de la formula de Panjer se puede entonces calcular la forma de los
valores de probabilidad para la distribucién ETNBD.

El proceso de construccion de la distribuciéon ETNBD se inicia partiendo de la
definicién de distribuciones clase (a,b). En primera instancia, se encuentra una
solucién de la ecuacién de recursividad en (1), utilizando el método de iteraciones
y obteniendo

k b
Pk:p1H(0+i>~

=2

Para la construccion ETNBD, se sustituyen los valores a 'y b de la ZT — BN (3, 7),

estoes,a:%yb:ﬁ(l:ﬁl),conﬂ>0y—l<r<0. Asi
k—2 .
E+r—(i+1)
pfzp{HT~ (5)
=0

Puede probarse que la secuencia pg en (5) define apropiadamente una funcién de
probabilidad. La funcién generadora de probabilidad de la ETNBD, obtenida a
partir de la sucesion de probabilidades en (5) estd dada por

1-BE-D"-0+8""

A T )

la cual es de la misma forma que ZT-BN, excepto en el rango de r que se extiende
a —1 < r < 0. Debido a que la ETNBD es un caso especial de la distribucion BN,
esta pertenece a las distribuciones clase (a,b) y los valores de a, b y py coinciden.
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6. Distribucién Poisson-Pascal Generalizada

La familia Poisson-Pascal Generalizada hace referencia a aquella distribuciéon com-
puesta de Poisson en donde la distribucién secundaria es ETNBD. Tiene por f.g.p.

)\{[1713(%1)]4:(’1}6)”71}
P(z)=e 1=a-ar ,con 1> —1,\08>0.
Con base en la Distribucién Poisson-Pascal Generalizada, si 7 = —0.5 se obtiene

la distribucién de Sichel, si » = 0 se obtiene la distribuciéon BN, si § — 0y r — oo
con r(3 = A se obtiene la distribucién de Neyman tipo A ysir — —1y [ — oo se
obtiene la distribucién de Poisson.

La secuencia de probabilidades de la Distribucién Poisson-Pascal Generalizada se
puede calcular utilizando el algoritmo recursivo de Panjer con

go=¢e"

A n
n — k n—k» :1,2,... 6
g ”; Fign—t; (6)

Ya que en la expresién (6) fi denota la distribucién secundaria y se quiere que la
ETNBD juegue este papel, por pertenecer a las Distribuciones clase (a,b). Para

(] 3) r ] 3 I

(k+r—1 I} B
fk—< i ><1+5>fk_1, k=2,3,...

Los primeros momentos centrados requeridos para la estimacién del modelo, media,
varianza y asimetria. Este iltimo en funcién de la media y la varianza, estda dado
por:

o Arf
Medzafufil_(l_‘_ﬁ)_r (7)
Varianza = 0 = p[l + (r +1)f] (8)
y=02 302_2M+—(T+2)(0—M)2 9)

(r+1p

Se puede afirmar que para una media y varianza dadas la asimetria va creciendo a
medida que se considera, en su orden, como distribuciones secundarias la Binomial
Negativa, la Logaritmica y finalmente la ETNBD. Estas observaciones son suma-
mente utiles a la hora de proceder a la eleccién de una candidata para el ajuste
de la distribucion del niimero de siniestros en una poéliza.
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7. Estimacion y Ajuste de Siniestros en una Carte-
ra de Autos

Para ilustrar las aplicaciones y el manejo de las distribuciones clase(a,b) se estu-
dian los datos de la siguiente tabla, obtenidos de una cartera de responsabilidad
civil para autos, al respecto de 280.162 pélizas en un periodo de un afno. (Ejemplo
tomado de [?77]).

Ntumero de Siniestros | Ntimero de Pélizas
0 223814
1 46878
2 7681
3 1392
>4 397
Total 280162

La media, varianza y la asimetria muestrales luego de hacer los célculos respectivos
somn:

i = 0.2427309914,
&% = 0.2854609892,

4 = 2.552649963,

Para encontrar una distribucién secundaria apropiada, se reemplazan los valores
obtenidos en la ecuacién (9), obteniendo

. _ 2
y=0? 302—2/1+Cu ,
i

donde C = :ﬁ, y de esta forma C' = 2.446546734, y por tanto

7 = —0, 3086984496,

asi que r € (—1,0), por lo que la candidata resulta ser la distribucién Poisson
compuesta con distribucion secundaria ETNBD, esto es, el modelo Poisson-Pascal
Generalizado. Uilizando las ecuaciones (ecuaciones (7) y (8)), se encuentra

B = 0.2546479063

y se estima el pardmetro de la distribuciéon de Poisson de la misma forma que el
anterior,

A = 0.2239901669,
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Numero Frecuencias | Frecuencias
de Siniestros | Observadas Teoricas

0 223814 223868.2920

1 46878 46725.160984

2 7681 7792.922349

3 1392 1401.947280

>4 397 373.6773580

y por ultimo, se calculan las frecuencias tedricas para el modelo a partir del algo-
ritmo de Panjer de la siguiente forma,

go = 6_0'2239901669

0.2029636402
Gk=—p ; kfegn—r

con

— 1.3086984496

k
f1 = 092637881,  fp = B

(0.2029636402) fj,_1 .

Su codificacién y posterior ejecucién en un ordenador ! no presenta ningiin proble-
ma, y los datos observados junto con los obtenidos a partir del modelo aparecen
en la siguiente tabla.

8. Conclusiones

Se presentaron las distribuciones clase (a, b), como aquel conjunto de distribuciones
en donde la secuencia de sus probabilidades puede obtenerse de manera recursiva.
Se muestra qué distribuciones pertenecen a este grupo y cémo se pueden ampliar
mediante variaciones en sus espacios de parametros.

Por medio de las distribuciones clase (a,b), se obtuvieron formas funcionales de
distribuciones compuestas, que permitieron el cdlculo de secuencia de probabili-
dades mediante el denominado algoritmo de Panjer, aplicado principalmente en el
contexto actuarial, al hacer referencia a sumas de variables que expliquen el total
de pérdidas agregadas en el Modelo de Riesgo Colectivo.

Se presenté la familia de Distribuciones Poisson-Pascal Generalizada, en particu-
lar, aquel modelo construido a partir de la distribucién ETNBD utilizada como
distribucién secundaria. Mediante un conjunto de datos de siniestros a una cartera
de autos, se implementé dicho modelo, mostrando su eficiencia. El algoritmo fue
programado en el software estadistico R.

1Los célculos fueron realizados sobre el paquete estadistico R, y el cédigo utilizado se presenta,
COMo anexo.
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A. Funcion del Algoritmo de Panjer en R

Para calcular las frecuencias tedricas del ejemplo anterior, se calculan los valores
correspondientes de la distribucién ETNBD, para esto utilizamos la férmula de
recurrencia de las distribuciones clase (a,b) con el siguiente c6digo.

ETNBD<-function(m){
E1<-(0.9263788147)
p<-2
if (m==1){
return(E1)} else {
while(p<5){
E2<-((p-1.3086984496) /(p)*( 0.2029636402)) *E1
E1<-E2
if (p==m){
return(E1)} else {
p<-p+1}}}
+

Una vez definida esta funcién, puede utilizarse para realizar el cdlculo del algoritmo
de Panjer.

Panjer.Poisson <- function (p, lambda){
cumul <- f <- exp(-lambda * sum(p))
r <- length(p)
s <- 0
repeat
{
s <- s+1
m <- min(s, r)
last <- lambda / s * sum(l:m * head(p,m) * rev(tail(f,m)))
f <- c(f,last)
cumul <- cumul + last
if (cumul > 0.99999999) break
}
return(f)

}
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Panjer.Poisson(c(0.9263788,0.0649896,0.007436395,0.001015507) ,
0.2239901669) *280162

Donde p es el vector de probabilidades correspondiente a la distribucién ETNBD.
La ultima linea reproduce los datos obtenidos.
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