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Resumen

Estimar la varianza del puntaje de una poblacién finita en un examen estanda-
rizado es un objetivo importante en la evaluacion de la educacién; sin embargo
en la literatura estadistica no existe una metodologia general que permita deter-
minar el tamano de muestra minimo necesario para estimar de forma consistente
este pardmetro de interés. En este articulo se realizan los desarrollos necesarios
para aproximar la varianza del estimador de Hajek de la varianza poblacional por
medio de la linealizaciéon de Taylor. Adem4s, se proponen diferentes enfoques para
calcular el tamano de muestra minimo necesario para estimar puntualmente este
parametro o para cotejar un sistema de hipdtesis estadisticas. Adicionalmete se
proponen funciones computacionales programadas en el software R que permiten
calcular tamanos de muestra requeridos.

Palabras clave: tamano de muestra, muestreo, pruebas estandarizadas, varianza
poblacional.

Abstract

The estimation of a finite population is a very relevant topic in the context of
education assessment. However in the statistical literature there is no available a
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generalized methodology that allows to compute the minimum sample size needed
to guarantee accurate variance estimates. This paper provides the approximation
for the Héajek estimator of the population variance by means of Taylor lineariza-
tion. We also find proper expressions for the computation of the minimum sample
size required to punctually estimate this parameter of interest along with testing
statistical hyphotesis. Besides that, we present some computational functions pro-
grammed in the R software in order to easily compute propor sample sizes.

Keywords: sample size, survey sampling, standardized tests, population varian-
ce.

1. Introduccion

Los examenes estandarizados son una herramienta de medicién de la calidad de
la educacién que hacen uso de un instrumento o cuestionario compuesto de una
cantidad finita de items. Desde la teoria psicométrica se ha demostrado que un
constructo se mide con mayor precisién a medida que el instrumento contenga
mas items. Por supuesto, en las aplicaciones reales, el estudiante que presenta un
examen estandarizado esta sujeto a un tiempo limitado para responder los items.
Lo anterior hace que sea necesario optimizar la cantidad de items que se aplican
en cada prueba.

Debido a que la cantidad de items en una prueba es limitada cualquier prueba
estandarizada estard sujeta a un error de medicién, que disminuird a medida que
la cantidad de ftems aumente en la prueba. Por ende, cualquier resultado que se
desprenda del examen tendra asociado un error estadistico que permite realizar
una inferencia apropiada con respecto a las habilidades de los examinandos.

A partir de la agregacién de resultados se generan varias medidas de gran impor-
tancia que permiten evaluar la calidad de la educacién con el fin de establecer
planes de mejoramiento de las diferentes entidades involucradas. De esta manera,
para cada aplicacién se obtiene una distribucién con todos los resultados indivi-
duales. Algunos pardametros de interés son: la media, la varianza, el coeficiente de
variacioén, entre otros.

Cuando la aplicacién se realiza de forma censal, entonces los parametros de interés
se calculan con base en los resultados individuales de toda la poblacion. Este calcu-
lo responde a expresiones matematicas especificas. Cuando la prueba se realiza por
medio de una muestra probabilistica entonces los parametros de interés deben ser
estimados teniendo en cuenta la medida de probabilidad inducida por el diseno
de muestreo. Es comtn que el diseno de muestreo se planee de tal forma que se
disminuya el margen de error de estimacién de la media poblacional. Sin embargo,
ademas de estimar la media, es necesario también estimar otros parametros de
interés; en particular la varianza.

La varianza de los resultados de un examen es una medida de gran importancia en
la evaluacién estandarizada puesto que permite identificar la dispersién que tienen
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los puntajes y hacer analisis que permitan identificar qué tan lejos del promedio
estd el puntaje de un estudiante particular, asi como de un subgrupo poblacional
de interés. Este parametro estd definido como:

9 1

Sy = N_1 (Y — ﬂU)2 (1)

Donde yy, representa la variable de interés medida sobre el individuo & (o el punta-
je que obtuvo el estudiante k en un examen estandarizado), U denota la poblacién
finita de tamafio N y yu = >, yx/N. Si una muestra probabilistica S es selec-
cionada de U de acuerdo con un disenio de muestra p(-), entonces suponiendo que
el disennio de muestreo que permitié la seleccion de la muestra fue aleatorio simple
sin reemplazo, la varianza poblacional se puede estimar como:

1 _
Sys = 7 D _ (e — 0s)°
S

Donde 75 = >, yx/n. Sérndal et al. (1992, pg.188) afirman que el siguiente esti-
mador es consistente para S;U bajo cualquier disenio de muestra p(-) que induzca
probabilidad de inclusién 7 para el elemento k-ésimo:

N 1 (yk - gs)2
32 = 2
WoON-1 2 T @

S

Ademsds note que N = Yo 1/mi y Js es el estimador de Hajek para una media

poblacional definido como g5 = (>, yx/mk)/ N. Como es bien sabido este estima-
dor es asintéticamente insesgado; es decir, su sesgo tiende a cero a medida que
el tamanos de la poblacién N junto con el tamano de muestra n tienden a ser
grandes. En adelante, el estimador definido por (2) serd notado como el estimador
de Héjek para la varianza poblacional.

Por otro lado, para conocer la precisiéon del estimador, es necesario identificar
la varianza de estos estimadores. Al conocer esta expresiéon es posible cuantifi-
car el coeficiente de variacién de la estimaciéon puntual (asi como el margen de
error), construir intervalos de confianza apropiados y calcular la potencia de una
prueba de hipétesis. Note que los anteriores elementos proveen al investigador de
una estrategia metodoldgica para hallar expresiones adecuadas con el objetivo de
calcular tamanos de muestra necesarios para cumplir los propdsitos de una investi-
gacién estadistica en el contexto educativo. Las primeras referencias de este tema
corresponde a Cochran (1977). Por otro lado, Cho (2004) encuentra expresiones
apropiadas para la varianza de un estimador de la varianza en términos del cuarto
momento tedrico (aunque no aborda el problema de la estimacién de la varianza
en una poblacién finita). Luego, Ardilly & Tillé (2006) desarrollan expresiones
apropiadas para poblaciones finitas sobre el supuesto de que la variable de interés
tiene distribucién normal.

Después de una breve introduccién, en la seccién 2 se desarrolla el componente

tedrico de la aproximacién de la varianza de éfw; en la seccién 3 se encuentran
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los célculos matemaéticos necesario que permiten computar tamanos muestrales
minimos necesarios para obtener estimaciones puntuales con valores menores a
un coeficiente de variacion predefinido y un margen de error predefinido; en la
seccidén 4, para el escenario de pruebas de hipdtesis, se encuentra también el tamano
minimo de muestra para cumplir con un nivel de potencia previamente definida;
en la seccién 5 se describe brevemente las funciones construidas en el software
R que implementa los desarrollos metodolégicos de esta investigacion y que son
incorporados en el paquete samplesizedsurveys (Gutiérrez 2015); en la seccién
6 se aplica esta metodologia a los datos de la prueba Saber 11 (ICFES 2016);
finalmente, en la seccién 6, se brindan algunas conclusiones y recomendaciones.

2. Varianza aproximada del estimador de Hajek

Bajo algunas condiciones estadisticas plausibles en cualquier investigacion de la
evaluacién de la educacion, el siguiente resultado provee la aproximacién para la
varianza de 522”/

Resultado 1. Suponiendo que tanto N como n son lo suficientemente grandes y
que la seleccion de la muestra estd inducida por un diseno de muestreo aleatorio
stmple, la varianza de §§y se puede aprorimar como:

N?(NK + 2N +2) n
52 ~ _ 4
var(sy,) ~ n(N —1)3 (1 N) S 3)

Donde K denota el coeficiente de curtosis' de la variable de interés en la poblacion
finita definido como:

% ook — gu)*
(% vy — Z7U)2)2

Demostracion. En primer lugar, observamos que el estimador §§y se puede ver co-
mo funcién de dos estimadores de totales: el primero, el estimador del tamano po-
blacional N y el segundo, un estimador poblacional de la suma de cuadrados sobre
)2
las diferencias de cada puntaje con la estimacién del promedio ¢ = D s M
Tk
Al utilizar la técnica de linealizacién de Taylor (Gutiérrez 2009, seccién 8.1.) de
primer orden alrededor de los valores N = N =Y 1yt =t=> ,(yx — Gv)%

tenemos que las derivadas parciales de §3y = f(N ,f) con respecto a cada total

INote que cuando y tiene una distribucién perfectamente simétrica, entonces K = 0.
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estimado son:

a; = 48572/7/ - _ L :_ZU(yk_gU)2 _ 8:12/[1
V v 2 —1)2 —
ON | gon, it (N =15 _n, 1= (N-1) N-1
agiy 1 1
v T o R
N=N, =t (N —1) N=N, i=t

2

yy» Se tiene que

Luego, al aplicar el teorema de Taylor para linealizar el estimador s

g2 —f(N,f)%sfw+a1(N—N)+a2(f—t) (4)

yy

Por lo anterior, es posible definir una nueva variable linealizada como:

1

By =a1(1) 4+ as(yr — yv)* = ﬁ[(yk —ju)® = sg,]

Lo anterior conlleva a que una expresion apropiada para aproximar la varianza de

32 estd dada por:

vy
E Ay Ep E
2 )~ E:J :E:E:iii
var(sy,) ~ var < m) Thi Tk T )

s keU leU

Con Ay = my — mpm v 7 definida como la probabilidad de inclusién de segundo
orden. En particular, si el diseno de muestreo utilizado es aleatorio simple sin
reemplazo, la aproximacién de la varianza esta dada por:

N2
var(éiy) ~— (1 - 2) SH, (6)

Donde:
52 _ 1 E2
Ev = N -1 Z k
U
2 12

1 Z ((yx — GU)* — 53,

_ _1)2
N-14 (N—1)

B ﬁ > Mo —a0)t =255, (s — 90)* + 53]
U

_ ﬁ NS (e — o)t — (N = 2)s,
U
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Donde ~ (yr — yr)* es el cuarto momento central de la variable y en la poblacién
finita y séU = (sfw)Q. Ahora, después de un poco de élgebra sobre (6), es posible
encontrar que:

2 n
var(§§y) ~ n(]\iv—l)?’ (1 - N) [N Z(yk - ng)4 — (N - 2)53(}]
U

Por otro lado, el coeficiente de curtosis de la variable de interés en la poblacién

4

finita se define como K = X:U(y;l—yU)f?), de donde Y~/ (ye—gv)* = (K+3)s;,,,
Yyu

y por ende se tiene la siguiente aproximacién para la varianza de 52

yy-

var(§§y) =

N2(NK + 2N +2) (1_2) 4
W(N — 1) N ) S

O

Notese que si la distribucién de los puntajes individuales es simétrica en la po-
blacién finita, entonces K = 0, y por ende la aproximacién de la varianza estaria
determinada por la siguiente expresion:

var(ézy) R~

2N2(N +1) ( n)54

n(N =1 7 W) S Q

2.1. Verificacion empirica de la aproximacion

Para ilustrar el comportamiento de la aproximaciéon encontrada anteriormente,
se realizaron dos ejercicios de simulacién. En cada uno de ellos se simulé una
poblaciéon de tamano N = 100.000 Para cada poblacion finita se seleccionaron
muestras aleatorias sin reemplazo de tamano n = 100,110, ---,1000. Para cada
valor de n, se calculé la aproximaciéon dada en 3 y ademés se escogieron 1000
muestras de la poblacion finita siguiendo un disefio de muestreo aleatorio simple sin
reemplazo. Para cada muestra seleccionada se calculé el estimador de la varianza
dado en (2). A este conjunto de 1000 estimaciones se le calculé la varianza y esta
cifra se comparé con (3).

El primer ejercicio se realizé con una poblacién finita inducida por N realizaciones
de una distribucién normal con media 50 y desviacién estdandar 10 que induce
un coeficiente de curtosis K = 0. Los resultados de la simulacién se muestran en
la figura 1, donde podemos ver que la aproximacién es acertada. En el segundo
ejercicio, la poblacién fue simulada de una distribucién gamma con esperanza igual
a 200 y desviacién estandar igual a 140, en cuyo caso el coeficiente de curtosis es
K = 3. Los resultados de este segundo ejercicio se muestran en la figura 2; podemos
ver que en general la aproximacion es aceptable, aunque al parecer tiende a sobre-
estimar levemente la varianza de 57, .
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Varianza
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Figura 1: Varianza del estimador ézy (linea continua) y la aprozimacion dada en
el el Resultado 1 (linea punteada) en una poblacion simulada de una distribucion
normal con K = 0. Fuente: elaboracion propia.

3. Tamano de muestra para estimar puntualmente
la varianza

Con los desarrollos encontrados en la seccién anterior, es posible definir expresiones
apropiadas para calcular el tamano de muestra minimo necesario para estimar la
varianza de una variable de interés sobre una poblacién finita, sujeta a algunas
restricciones como: margen de error absoluto, margen de error relativo o coeficiente
de variacién. En principio, se desarrollan las expresiones apropiadas sujetas a una
estrategia de muestreo que depende de un diseno aleatorio simple sin reemplazo
y del estimador 52, . Luego, estas expresiones son generalizadas para poder ser

vy
utilizadas bajo cualquier diseno de muestreo arbitrario.

Es importante notar que cuando el disefio de muestra p(-) es diferente del muestreo
aleatorio simple, no es posible dar una expresién general (que permita despejar
n) para la varianza de 555. Sin embargo, es posible hacer uso del efecto de diseno
DEFF, que se define como:

2
vary(s
pEFF = el) yfg
varyas(52,)

Tenga en cuenta que el DEFF estd definido en términos del diseno p(-) y del esti-
mador 853- La siguiente expresion es ttil para generalizar la varianza del estimador
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Varianza
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Figura 2: Varianza del estimador ézy (linea continua) y la aprozimacion dada en
el el Resultado 1 (linea punteada) en una poblacion simulada de una distribucion
gamma con K = 3. Fuente: elaboracion propia.

52, bajo cualquier disefio p(-) en términos del disefio de muestreo aleatorio simple.

vary(s,,) = DEFF x varyas(3.,)

Donde varasas(5;,) esté definida en el Resultado 1. Esta técnica es bien conocida
en el célculo de tamanos de muestra cuando el diseno de muestreo es complejo. Por
supuesto, si el valor del DEFF es menor que 1, entonces la varianza del estimador
bajo ese disenio de muestreo particular es baja, y por ende es de esperarse un
menor tamano de muestra. Por el contrario, si el valor del DEFF es mayor que
1, entonces la varianza del estimador bajo ese diseno de muestreo particular es
mayor, y se esperaria un mayor tamano de muestra.

Por ultimo, los resultados expuestos en este articulo parten del supuesto de que el
estimador de Hajék para la varianza tiene distribucion normal asintética; es decir,

52 — 2
var(sgy)

Este supuesto se encuentra sustentado de forma detallada por Sen (1995) en un
ensayo acerca de las propiedades del estimador de Hajek y sus contribuciones al
teorema central de limite en poblaciones finitas. Sin embargo, es necesario adver-
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tir que para disenios de muestreo que induzcan un tamano efectivo de muestra
aleatorio, este supuesto de normalidad empieza a ser bastante débil.

3.1. Minimizando el margen de error absoluto

El margen de error absoluto se define desde la distribucién de probabilidad del

estimador de interés. En este caso particular se asume que el estimador Héjek

para la varianza §§y sigue una distribucién normal asintética con media szU y
)

varianza var(8;,). Luego, es posible encontrar un intervalo de confianza de nivel

(1 — a/2) partiendo de la siguiente expresion:
=2 2

1—a<P(|5, -5, | < MEA) (8)

Por lo tanto, es para encontrar el tamano de muestra n minimo necesario para

estimar de forma precisa la varianza poblacional SZU se fija un margen de error
absoluto M EA de antemano, restringido a la siguiente expresién:

32 2
l—a<P Syy ~ Syu < MEA
var(s3,) var(s2,)

Asumiendo normalidad, se tiene que:

MEA L. MEA?
—— > 21_qa2 = var(s,,) < —
var(s2,) Fl—a/2

Retomando la aproximacién de var(5;,) en (3) y después de un poco de algebra,

finalmente se obtiene la siguiente expresién que permite obtener un minimo tamano
de muestra para estimar el pardametro de interés con un margen de error relativo
menor a M EA cuando el diseno de muestreo es aleatorio simple sin reemplazo y
cuando el estimador utilizado es 32

yy-*
Z%—a/QS;‘;U
MEA?
n > (9)
(N —1)? A a/25

N2(NK +2N +2)  MEA2N

Si el disenio de muestreo es diferente al aleatorio simple sin reemplazo, entonces se
tiene la siguiente condicion para el tamano de muestra n en términos del margen
de error absoluto:

sza/zs‘;U X DEFF
MEA?
> 10
T NS 225y, x DEFF (10)
N2(NK +2N +2) N x MEA?
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Finalmente, también es 1util poder cuantificar el margen de error absoluto fijando
un tamano de muestra preestablecido. Nétese que la siguiente expresion es ttil
para estimar las cotas de un intervalo de confianza sobre S?IU.

MEA = z1_q/2¢/var(52,)

N [NK+2N+2 n
— 2 _
= Ama/2%yy 1\/ n(N —1) (1 N) (11)

Es claro que este cédlculo es imposible de realizar, por cuanto se necesitaria cono-
cer el valor de SZU. En este caso, es posible estimar el margen de error absoluto

reemplazando la anterior expresion por 551/.

3.2. Minimizando el margen de error relativo

Por otro lado, el anterior desarrollo también se puede formular en términos del
margen de error relativo (MER), en este caso, la ecuacién (8) se convierte en:

22 2

5 s

vy yu
1042P< 5

De donde se puede concluir que M ER X sfw = MFEA. Siguiendo la misma légica y
después de un poco de algebra, facilmente se concluye que la expresién de n dada
en (9) se convierte en:

Yy

< MER) =P(|5,-s.,| <MERxs,) (12)

SyU

Z%—Q/Q
> MER? (13)
(N — 1)3 Zl—a/Q

N2(NK 42N +2) N x MER?

Si el diseno de muestreo difiere del aleatorio simple sin reemplazo, entonces la
siguiente expresién da cuenta del tamano de muestra apropiado al minimizar el
margen de error relativo:

22y X DEFF

n> MER? (14)
(N —1)3 2o X DEFF

N2(NK + 2N +2) N x MER?

El margen de error relativo (fijando un tamarnio de muestra preestablecido) estd
dado por la siguiente expresion:

N [NK+2N+2
MER = z_q s \/ kbl (1—3) (15)

N-1\| aN-1) N
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Notese que en este caso, este calculo es completamente factible puesto que esta
expresién no depende del pardmetro que se quiere estimar.

3.3. Minimizando el coeficiente de variacién estimado

Si la exigencia sobre el tamano de muestre recae en lograr un coeficiente de va-
riacién (CVE) menor a un umbral predefinido, entonces es necesario realizar un
desarrollo algebraico simple que empieza por definir apropiadamente este término:

var(32,)
CVE = +—,
1 1\ N?(NK+2N +2)
- \/(n - N) (N —1)3 (16)

De donde podemos concluir que el tamano de muestra requerido debe cumplir la
siguiente condicion:

- N2(NK + 2N +2)
n
~ CVE2?2(N -1)3+ N(NK +2N +2)

(17)

En situaciones mas generales con disenos muestrales complejos, al utilizar el DEFF
se concluye que la expresién adecuada para calcular el tamano de muestra (mini-
mizando el CVE) es la siguiente:

. N%(NK + 2N +2) x DEFF
= CVE2(N — 13+ N(NK + 2N + 2) x DEFF

(18)

4. Tamano de muestra para realizar pruebas de
hipotesis sobre la varianza

El célculo del tamano de muestra no se reduce inicamente a la estimacién puntual
de parametros en una poblacién finita, o incluso a la estimacién de intervalos de
confianza. También es posible considerar el juzgamiento de prueba de hipdtesis
sobre la varianza poblacional de los resultados en la prueba estandarizada. Este
camino se diferencia bastante del tradicional, puesto que el objetivo de la investi-
gacion no es la estimacion puntual de siU. En primer lugar considere el siguiente
sistema de hipotesis:

Equivalentemente, el sistema puede ser reescrito como:
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Hy : SZU —812/0 =0 ws. Hy: siU—s§O=D>O
Noétese que D es el efecto nulo que el investigador considera apropiado definir
como umbral que determine que a partir de ese mismo valor D se considere que
la diferencia entre la varianza de la poblacién finita s , yoel valor nulo syo no
es despreciable. Ahora, apelando a la normalidad abmtotlca sobre § s , 1a regla de

decisién con nivel de significacién « es rechazar Hy cuando:

52 —s2
W s, (19)
var(s2,)

De esta forma, la funcién de potencia estd dada por:

2 gzy — 8730
B(sy,) =P > Z1_q
var(32,)
:P< > Z1_a var(52)+s )
32 2
§ s
—p| St
var(32,) var(32,)
2 2
I O i
= —a
var(32,)

La potencia, definida como la probabilidad (condicionada a la hipétesis alterna) de

detectar una diferencia D entre syU y syo puede escribirse de la siguiente manera:
§2 _ 82
B< P | L& >z1,a‘8§U—850 =
var(sf}y)
D
=1-—-9 Zl—a —
var(2,)
D
~1—P| z1_q — (20)
) 1 1\ N?(NK +2N +2)
s - =
yu n N (N -1)3

Por lo anterior, suponiendo que la seleccién de la muestra estd inducida por un
diseno de muestreo aleatorio simple con reemplazo, es posible afirmar que:

4 (1 1\ N?2(NK + 2N +2) < D?

s -

yu N (N —-1)3 (z1—a + 23)2

n
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Al despejar el valor n de la anterior desigualdad, tenemos que el tamano de mues-
tra minimo para conservar una potencia de por lo menos 1 — 3, al detectar una
diferencia D, estd dado por:

34

n > L (21)
D? (N —1)3 N Syy
(z1—a +28)2 N2(NK+2N+2) N

Cuando el diseno de muestra es complejo, podemos hacer uso del DEFF, de la
misma forma que en las anteriores secciones. En este caso, la condicién para n se
convierte en:

st x DEFF
n > YU 1 (22)
D> (N—1) sl X DEFF
(#1—a + 25)2 N2(NK + 2N +2) N

5. Funciones computacionales

El paquete samplesize4surveys de R contiene funciones que permiten calcular el
tamamno de muestra para la estimacion de una proporcién, una media, diferencia
de dos proporciones y diferencia de dos medias. También permite el cdlculo del
error de muestreo y del nivel de potencia para un tamano de muestra fijo.

A continuacion se presentan cuatro funciones para la estimacién de una varianza
poblacional y para la realizacién de pruebas de hipétesis estadisticas sobre este
parametro de interés. Enseguida se presenta la descripcién de estas funciones:

s La funcién ss4S2 permite calcular el tamano de muestra para la estimacion
de 51210 sujeto a un valor predefinido del coeficiente de variacién o del margen
de error relativo. Adicionalmente ofrece al usuario la opcién de graficar el
coeficiente de variaciéon y el margen de error como una funcién del tamano
de muestra, con el fin de facilitar la determinacién de n.

= La funcién ss4S2H permite calcular el tamano de muestra para la estimacién
de sfm sujeto al nivel de potencia para el detectar una varianza poblacional
mayor al valor de la hipétesis nula. También ofrece al usuario la opcién de
graficar el nivel de potencia en funcién del tamano de muestra.

s La funcién e4S2 permite calcular el coeficiente de variacion y el margen de
error para un tamano de muestra fijo. También permite obtener una grafica

similar a la de ss4S2.

= La funcién b4S2 permite calcular el nivel de potencia para un tamano de
muestra fijo. También permite obtener una grafica similar a la de ss4S2H.
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Para poder utilizar las anteriores funciones es necesario instalar y cargar el paquete
que las contiene en el Comprehensive R Archive Network. Para lo cual, desde la
consola en R es necesario digitar las siguientes lineas de c6digo:

install.packages("samplesizedsurveys")
library(samplesize4surveys)

Por otro lado, como el paquete esta en permanente actualizacién, sus autores han
dispuesto de un repositorio itinerante en el cual los usuarios pueden utilizar las
funciones mds recientes e interactuar con la comunidad académica con el fin de
corregir posibles errores en los cédigos computacionales, mejorar la eficiencia de
las funciones, entre otros aspectos. Para acceder a esta versiéon de control desde R,
es necesario digitar las siguientes lineas.

library(devtools)
install_github("psirusteam/samplesizedsurveys")

Por ejemplo, la siguiente linea de cdédigo arroja el tamano de muestra necesario
para estimar la varianza de una caracteristica de interés en una poblacién finita
con un coeficiente de curtosis de uno para alcanzar un coeficiente de variacién
estimado de a lo mds 5% y un méargen de error relativo del 3 %.

En la figura 3 se observa que para una poblacién de diez mil personas, con un
coeficiente de curtosis de uno, es necesario seleccionar una muestra de al menos
1937 estudiantes para que el coeficiente de variacion estimado sea de menos de
5%; también es necesario seleccionar una muestra de al menos 7193 para que el
margen de error relativo sea de a lo méas 3 %.

Por otro lado, si la necesidad del estudio radica, no en la estimaciéon puntual de la
varianza poblacional, sino en el juzgamiento de una hipdtesis estadistica, entonces
el tamano de muestra minimo estard dado por la funcién ss4S2H. En particular,
suponga una poblacién simétrica (curtosis nula) de diez mil estudiantes, en donde
la seleccién de la muestra se realiza con un diseno aleatorio simple sin reemplazo,
y sobre la cual se quiere probar el siguiente sistema de hipdtesis:

Ho: s, =110 ws. Hy: s, >110

Las expresiones encontradas en este articulo indican que el tamano de muestra
depende del efecto nulo D y de s4U, lo cual implica que es necesario conocer? una
estimacién cercana al valor de S%U. En este caso particular asuma que el efecto
nulo es de 10 puntos y que una estimacién plausible de la varianza poblacional es
120. Por lo tanto, para una confianza del 95 % y una potencia del 80 %, el tamaiio
de muestra minimo necesario para probar el anterior sistema de hipdtesis es de

1512 estudiantes. La curva del tamano de muestra se observa en la figura 4.

2En el contexto de la evaluacién de la educacién esto no supone un reto mayor, puesto que
se acostumbra a realizar examenes censales cada cierto tiempo. Por lo anterior, una estimacion

cercana de S%U serd el valor calculado de la varianza poblacional para el tltimo examen censal.
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ss4S2(N = 10000, K = 1, cve = 0.05, me = 0.03, DEFF = 2, plot = TRUE)
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Figura 3: Tamanos de muestra necesarios para minimizar el coeficiente de varia-
cion (izquierda) y el mdrgen de error (derecha). Fuente: elaboracidn propia.

6. Aplicacion: la muestra controlada para el exa-
men Saber 11

El Instituto Colombiano para la Evaluacién de la Educacién (Icfes), es la entidad
encargada de medir la calidad de la educacién en Colombia mediante el uso de
examenes estandarizados; en particular, y de manera semestral realiza la aplicaciéon
del examen de estado Saber 11 (ICFES 2016), en el cual se evalian a estudiantes
del dltimo grado de la educaciéon media. Este examen también es utilizado por las
instituciones de educacién superior como filtro de admision.

En Saber 11 se evalian a todos los estudiantes inscritos a la prueba en las dreas de
matematicas, lectura critica, sociales y ciudadanas, ciencias naturales e inglés. Por
ende, si se quisieran obtener algunas caracteristicas poblacionales como la media o
la varianza de los resultados en cada area, bastaria con calcular estos valores y no
serfa necesario realizar ninguna estimacion. Sin embargo, el Icfes debe garantizar
que exista una muestra de referencia, sobre la cual se extremen algunas medidas
de control logistico, y con la cual se logra replicar los valores poblacionales. De
esta forma se podra respaldar el proceso de calificacién en el caso de que ocurran
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ss4S2H(N = 10000, S2 = 120, S20 = 110, plot = TRUE)
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Figura 4: Tamanos de muestra necesarios para probar un sistema de hipdtesis
estadistico sobre la varianza poblacional. Fuente: elaboracion propia.

inconvenientes de tipo logistico al momento de desarrollar la aplicacién en campo.

Para lo anterior, se selecciona una muestra probabilistica que busca estimar la
media y la varianza de los resultados en las distintas areas. En particular, es
importante encontrar un tamano de muestra que garantice el cumplimiento de
algunos valores admisibles sobre los parametros tratados en el presente articulo
para la estimacién de la varianza. Para realizar la seleccién de la muestra, se
consolida el marco de muestreo con base en la informacién de inscripcién de los
estudiantes y con la asignacion de las personas a los sitios y salones a donde van

a presentar la prueba. El diseno de muestreo que se plantea para la seleccién se
realiza en las siguientes tres etapas:

= Primera etapa: comienza con la seleccién de los sitios de aplicacién, se
utiliza un diseno de muestreo sistematico con variables de estratificacién
implicita (municipio de presentacién de la prueba y cantidad de estudiantes
que presentardn la prueba en cada sitio). Se busca garantizar que en la

muestra se encuentren sitios grandes y pequenos distribuidos en todo el pais.

= Segunda etapa: dentro de cada sitio de aplicaciéon seleccionado en la pri-
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mera etapa, se escogen todos los salones con estudiantes, es decir, se realiza
censo. Esto optimiza la disposicion de recursos logisticos dentro de la prueba.

» Tercera etapa: se finaliza seleccionando una muestra (aleatoria simple sin
reemplazo) de estudiantes dentro de cada salén, a su vez incluido en cada
sitio seleccionado en las etapas anteriores.

Nétese que el interés de este estudio se centra en la estimaciéon puntual de la va-
rianza poblacional. Por lo tanto, interesa definir el tamano global de la muestra;
es decir, encontrar el nimero total de estudiantes que se deben seleccionar, pa-
ra lo cual se utilizara informacién auxiliar que proviene de la aplicacién anterior
més reciente. La variable auxiliar se define como los resultados en la prueba de
matematicas (con rango entre cero y cien) en la aplicacién censal inmediatamente
anterior, la cual presenta una media de 55.1, una varianza poblacional de 241.5, y
un coeficiente de curtosis de -0.026. Con base en esta informacién y usando el pa-
quete samplesizedsurveys, se procede a estimar un tamano de muestra adecuado
para la estimacion de la varianza utilizando las funciones ss4S2 y ss4S2H.

Para fijar los valores admisibles, se analizé qué tan grande podia ser el DEFF dada
la importancia del estudio y las implicaciones logisticas de utilizar un tamano de
muestra grande. De acuerdo con lo anterior y usando simulaciones tipo Montecarlo
con la informacién auxiliar, se estima un valor de DEFF igual a 4.5; ademas, se
obtiene un tamano de muestra de referencia. Sin embargo, el tamano final depende
de los valores que se definan para el CVE, el error relativo y la potencia de la
prueba.

Teniendo en cuenta lo expuesto anteriormente, se usé el paquete samplesizedsurveys
para calcular los tamanos de muestra minimos necesarios. En particular, se definié
que CVE de 4.5% es un umbral apropiado, en cuyo caso es necesario seleccionar
una muestra de al menos 3305 estudiantes; mientras que para obtener un margen
de error relativo de menos del 9% se debe escoger una muestra de tamano 3434.
Noétese que partiendo de la expresién (12), un mérgen de error relativo del 9 % im-
plica un mérgen de error absoluto de 0.09 * 241.5 = 21.7 puntos sobre los puntajes
de matematicas de la aplicacion anterior; es decir, que las cotas inferior y superior
del intervalo de 95 % confianza son 219.8 y 263.2, respectivamente. En términos
de la desviacién estandar poblacional, las cotas inferior y superior del intervalo de
95 % confianza son 14.8 y 16.2. Estos valores se han considerado como pertinentes,
teniendo en cuenta que alcanzar intervalos de confianza de menor longitud induce
un aumento significativo en el tamano de la muestra.

Finalmente, y con base en lo anteriormente mencionado, para dar alcance a los
objetivos planteados en esta aplicacion, se define un tamano de muestra de 3.434
estudiantes, al ser este un valor que permitiria cumplir con todos los valores desea-
bles para las estadisticas que se han trabajado en este articulo para la estimacion
de la varianza de los resultados nacionales.
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7. Conclusiones

En este articulo se aborda el problema de la estimacién de una varianza pobla-
cional en un estudio por muestreo. Se encuentra una expresién aproximada para
la varianza del estimador, y también las expresiones para calcular el tamano de
muestra sujeto al error de muestra en términos del coeficiente de variacién y el
margen de error o sujeto al nivel de potencia cuando se trata del juzgamiento de
hipdtesis. En cuanto a los detalles computacionales, se crearon cuatro funciones
nuevas para el paquete samplesize4dsurveys del software estadistico R.

En la mayoria de la literatura que se encuentra en la actualidad se aborda prin-
cipalmente el problema de la estimacién para poblaciones finitas, de pardametros
como totales o medias poblacionales y se han propuesto desarrollos matematicos
para realizar la estimacion de sus respectivas varianzas. Sin embargo, existen otras
medidas de bastante utilidad e interés; en particular en el actual articulo se en-
contraron expresiones para aproximar la estimacién de la varianza del estimador
de Héjek de un muestreo aleatorio simple sin remplazo. Con base en esto, se de-
ducen expresiones tedricas para calcular el tamano minimo de muestra en diseno
maés complejos haciendo uso del efecto de diseno DEFF, puesto que no es posible
encontrar una expresion general para el calculo del tamano de muestra en este tipo
de disenos complejos.

Con estos desarrollos, es posible definir tamafnos de muestra para realizar estima-
ciones puntuales sobre la varianza en poblaciones finitas cuando se fijan un margen
de error absoluto, margen de error relativo de estimacién o coeficiente de variacién.
De manera andloga, con estos resultados es posible realizar pruebas de hipdtesis
sobre la varianza, para asi garantizar que se conserva una potencia especifica so-
bre un efecto nulo D. Adicionalmente, con los resultados encontrados se pueden
determinar tamanos de muestra para funciones de la varianza como, por ejemplo,
la desviacion estandar.

En el paquete samplesize4surveys se implementaron las funciones que permi-
ten desarrollar el cdlculo de los tamanos de muestra para la varianza poblacional
utilizando los criterios descritos en este articulo. De esta manera se facilita la apli-
cacion de esta metodologia en los problemas cotidianos de planteamiento de los
disenios de muestreo y definicién de tamafnos muestrales. Ademads, en términos de
eficiencia computacional, claramente esta metodologia supera la definicién de los
tamanos de muestra utilizando por ejemplo simulaciones de tipo montecarlo.

En el caso particular del exdmen Saber 11 que administra el Icfes, para respaldar
el proceso de calificacién, se deben obtener estimaciones precisas tanto de la media
como de la varianza poblacional, y con las expresiones desarrolladas fue posible
determinar eficientemente un tamano de muestra que cumpliera con los umbrales
particulares sobre los errores de estimacién. Similarmente para otros tipos de prue-
ba desarrolladas por el Icfes los resultados que se presentan en este articulo serdn
de gran utilidad, en particular en la prueba Saber 359 para la cual® se selecciona

3En esta prueba se evalia a estudiantes de grado 3, 5 y 9 en todo el pafs
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una muestra controlada de sedes y con la cual se realizan estimaciones nacionales
de vital importancia en la toma de decisiones en el sector educativo.

Los resultados que se presentaron se pueden extender a cualquier tipo contexto
o estudio en el cual se defina una poblacién finita y se requiera determinar un
tamano de muestra bajo un margen de error de estimacion permitido; por ejemplo
en estudios de estimacién de ingresos, de estimacién de desempleo, en la evaluacion
de politicas publicas, etc.

A pesar de que en el presente articulo se desarrollé una metodologia matematica
para definir un tamano de muestra en una poblacién finita, se debe aclarar que
existen otros factores que influyen sobre la decisién final, como, por ejemplo, los
costos del estudio, en las expresiones presentadas no se esta teniendo en cuenta esta
componente y en futuras investigaciones pueden llegar a ser un aporte significativo
dada su importancia. De igual manera, se pueden realizar avances andlogos en
la determinacion del tamano de muestra cuando se desean estimar otro tipo de
parametros de interés.
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