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Resumen

En el presente trabajo se prueban varios estimadores de varianza basados en di-
ferencias, en el marco de la regresién no paramétrica. Dichos estimadores tienen
la principal ventaja de no depender de los pardmetros de suavizacion, ademas de
que son poco exigentes en términos computacionales. Se usan principalmente es-
timadores basados en diferencias ordinarias y basados en las diferencias 6ptimas
de Hall. Se crean escenarios utilizando diferentes funciones de regresién, tamanos
de muestra y distribuciones de los errores y se introduce el uso de la distribucién
semi-normal para probar los estimadores de varianza, en casos de distribuciones
asimétricas de los errores. Los resultados parecen apoyar la idea de que los estima-
dores basados en diferencias 6ptimas de Hall no son mejores en todos los escenarios
planteados.

Palabras clave: estimadores basados en diferencias, diferencias ordinarias, dife-
rencias 6ptimas, distribucién semi-normal.

Abstract

We test several difference-based variance estimators in the nonparametric regres-
sion model. These estimators have the main advantage of not depending on the
smoothing parameters. Furthermore, they also show low computational demand.
We mainly use estimators based on ordinary differences, along with estimators
based on Hall’s optimal differences. We set scenarios using some regression fun-
ctions, some sample sizes, and some error distributions. In particular we bring in
the use of the half-normal distribution to test the variance estimators under some
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asymmetric error distributions. Results seem to support the idea that the Hall’s
optimal differences estimators not perform better than the others on all sets of
scenarios.

Keywords: Difference-based estimators, ordinary differences, optimal differences,
half-normal distribution.

1. Introduccion

La estimacion de una funcién f poblacional por medio de modelos de regresion ha
sido ampliamente estudiada durante mucho tiempo y presenta una gran variedad
de herramientas estadisticas, de las cuales la modelacién paramétrica es la que mas
ha sido desarrollada y entendida (Draper & Smith 1966, Draper & Smith 1998). Sin
embargo, hay muchos casos donde estos tipos de modelos no son recomendables,
ya sea por el incumplimiento de uno o mas de los supuestos, o por la falta de
informacién que se tenga sobre la relacién funcional de los datos. Lo anterior hace
que la utilizacién de métodos de regresién no paramétrica sean una buena opcién
para la estimacién de la funcion f, puesto que estos métodos son menos exigentes,
especialmente en los supuestos, que su contraparte paramétrica (Eubank 1998,
Altman 1992, Cleveland 1979).

Dentro del estudio de la regresion no paramétrica se han presentado grandes avan-
ces en las tultimas décadas, debido principalmente a los enormes progresos tec-
nolégicos que han cubierto la gran demanda computacional que dichos métodos
exigen, donde se han propuesto una variedad de herramientas y técnicas para el
modelamiento de f, asi como también un nimero considerable de estimadores de
varianza. Puesto que este pardmetro no puede ser estimado de la misma forma
como se hace en la regresion paramétrica, debido a que las técnicas de suaviza-
ciéon producen estimaciones sesgadas de las respuestas, pues lo anterior llevaria a
una sobreestimacion de la varianza (Hall et al. 1990, Hall & Marron 1990, Gasser
et al. 1986, Dette et al. 1998, Seifert & Gasser 1993, Buckley et al. 1988).

Dada la importancia de la estimacién la varianza de los errores, este trabajo busca
documentar algunos de los estimadores de varianza que se han desarrollado, y
que se usan con mas frecuencia, para los modelos de regresién no paramétrica.
También se pretende mostrar el comportamiento que presentan los estimadores
estudiados bajo situaciones diferentes, y asi poder identificar en qué casos es mas
conveniente el uso un estimador sobre los demas. Asi, los escenarios donde se ponen
a prueba los estimadores resultan de combinar distintas funciones de regresion
con diferentes distribuciones de los errores y diferentes tamanos de muestra. De
otro lado, los autores que proponen los estimadores han conducido sus propias
simulaciones para comparar los que estan proponiendo con los demés. Sin embargo,
persisten diferencias de opinién sobre cudles son mejores y en qué casos. Este
estudio se propone como meta conducir un estudio de simulaciéon en el cual los
investigadores (Gasser et al. 1986, Hall et al. 1990, Carter & Eagleson 1992, Brown
& Levine 2007) que han propuesto los estimadores que se comparan no intervienen
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en la construccion de los escenarios de simulacién, ni en la formulacién de las
conclusiones. Se trata entonces de un estudio independiente que busca nuevas
luces sobre el uso de los estimadores bajo diferentes escenarios.

2. Antecedentes

Siempre que se hace una propuesta para un estimador de varianza, en el modelo de
regresion no paramétrico, es natural pensar que es necesario ponerlo a prueba de
alguna forma para que se puedan ver sus ventajas y desventajas frente a los otros
estimadores que han sido previamente desarrollados. Este tipo de comparaciones
se conducen generalmente estudiando las propiedades tedricas de los estimado-
res y evaludndolas por simulaciéon. A continuacién se presentan algunos articulos
donde se ha hecho algin tipo de comparacién, ya sea tedrica o practica, de los
estimadores que se utilizaron en este estudio: el estimador de Rice (Rice 1984) y
los estimadores basados en diferencias ordinarias y en diferencias 6ptimas de Hall,
Kay y Titterington (Hall et al. 1990).

La primera comparacion de los estimadores basados en diferencias fue hecha en la
presentacién del estimador de Gasser, Sroka y Jennen-Steinmetz (estimador GSJS)
(Gasser et al. 1986), quienes compararon el estimador de Rice con un estimador
propuesto por Wahba (1978) y con el estimador GSJS. Dicha comparacién fue
hecha por medio de simulaciones, teniendo en cuenta cambios en la funcién po-
blacional, el tamano de muestra y la varianza de los errores; alli se encontrd que
el sesgo en todos los casos es siempre positivo y es proporcionalmente mas grande
para tamanos de muestra y varianza pequenos. Ademads, de acuerdo con sus au-
tores, el sesgo del estimador GSJS es mucho més pequeno que el de los otros dos
estimadores.

Hall et al. (1990) presentan el estimador de varianza basado en diferencias en
forma general y ademds se hace referencia a tres métodos de asignacién para las
diferencias, llamados asignacién ordinaria, spike y 6ptima de Hall, siendo estas
dos ultimas propuestas por Hall et al. (1990). A fin de hacer las comparaciones
Hall propone un Error Cuadréatico Medio (ECM) asint6tico para cada uno de estos
estimadores, el cual solo depende del factor de la varianza, mientras que el com-
ponente del sesgo se considera insignificante. En consecuencia el ECM asintético
es independiente de la funcién de regresion f.

Luego de encontrar el ECM de cada uno, se procedié a calcular la eficiencia tedri-
ca de estos estimadores, de orden 2 al 5. Se encontré que los estimadores basados
en diferencias éptimas de Hall y los basados en diferencias spike presentaban in-
crementos en la eficiencia al aumentar el orden de los estimadores. Ocurrié lo
contrario con el estimador basado en diferencias ordinarias, siendo el primero de
estos estimadores el que presentaba la mayor eficiencia en todos los casos (Hall
et al. 1990, p. 525).

Dette et al. (1998) redefinen el ECM de estos estimadores y muestran que el ECM
depende no solamente del componente de la varianza, sino también de la compo-
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nente del sesgo. En esta investigacién se hizo una comparacién bajo simulaciones
de los ECM tedricos de los estimadores basados en diferencias ordinarias y 6pti-
mas de Hall bajo funciones de regresién distintas (Dette et al. 1998, p.759-763).
De acuerdo con Dette et al. (1998), en pocos casos los estimadores basados en
diferencias 6ptimas de Hall presentaban ECM inferiores a los de los estimadores
basados en diferencias ordinarias, conclusiones que contradicen las formuladas en
Hall et al. (1990).

3. Modelo de regresiéon no paramétrico

Un modelo de regresién, sea paramétrico o no paramétrico, pretende estimar una
funcién poblacional tomando informacién de n pares de observaciones de una va-
riable Y y de una variable X (en nuestro caso ambas continuas), entre las cuales
se presume la existencia de cierta relacién, tal como se expresa en la ecuacion ().

yi:f(xi)+€i7 i:1727"'7n (1)

Donde Y se conoce como variable respuesta y X como variable predictora, expli-
cativa o covariable. Los pares (z;,y;) son un conjunto de n observaciones de X
y Y. Al conjunto de valores de X se le conoce habitualmente como puntos del
diseno. f es la funcién de regresién o curva de regresién y los €; son los llamados
errores, que son variables aleatorias no observables que se asumen independientes
y que satisfacen que E(g;) = 0y V(e;) = 0% < oo. Este articulo se refiere a la
estimacién de o2, en el caso en que la funcién de regresién f se estime por métodos
de suavizacion.

La principal diferencia que existe entre la regresion paramétrica y la no paramétri-
ca, radica en que en la regresion paramétrica, el investigador debe suponer la forma
de la funcién de regresién y solamente desconoce los valores de los parametros que
componen la funcién. Mientras que, en el &mbito no paramétrico, no se supone a
priori, un comportamiento de la funcién de regresion f poblacional. En cambio, la
forma de la funcién estimada se crea a partir del comportamiento de los mismos
datos. Por lo tanto, la regresiéon no paramétrica se considera como una colecciéon
de técnicas para ajustar curvas donde se tiene poco conocimiento a priori de su
forma de f.

Dentro de la teoria de la regresion no paramétrica, se debe asumir que f es suave,
lo que quiere decir, que si se desea estimar la funcién f en un punto x, se espera
que las observaciones y; asociadas a los x; cercanos a x, posean informacién de
f en z. Lo cual indica que es posible promediar de alguna forma las respuestas
y; més cercanas al punto donde se estime f(x). En el marco de la regresién no
paramétrica esto es presentado por Eubank (1998) como suavizacién.

Formalmente, se asume que f es una funcién cuadrado integrable que tiene dos de-
rivadas continuas. Si se denota W2 al espacio de todas las funciones que satisfacen
estas condiciones, se dice que f es suave si pertenece a W3.
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Parala estimacion de f se encuentran muchos métodos de regresiéon no paramétrica
en la literatura, donde los suavizadores usados cominmente son los estimadores
lineales para regresiones simples, es decir con una sola covariable. Los estimadores
del tipo lineal de f tienen la forma dada por la ecuacion (2I).

n

f(:ri):ZK(x,xi;)\)yi i1=1,2,---.,n (2)

=1

Donde K (x,x;; \) es una coleccién de pesos que dependen de los puntos del disefio
z; y de un A > 0, el cual es denominado parametro de suavizacién o ancho de
banda, y determina el grado de suavizacion a los datos, el cual es definido por el
usuario (Eubank 1998, Levine 2006, Olaya 2012). Se consideran lineales porque
para un A dado, los estimadores resultan ser funciones lineales de las respuestas
yi. Dentro de los métodos de suavizacion en modelos de regresiéon con una sola
variable de prediccién se encuentran: la suavizacion kernel, la regresién LOESS y
la suavizacién por splines.

4. Estimacion de la varianza en un modelo de
regresion no paramétrico

En un modelo lineal la suma de cuadrados de los errores brinda las bases para la
estimacién de la varianza de los errores, por lo cual en un enfoque no paramétrico
se puede pensar que la estimacion se podria hacer de forma andloga. No obstante,
realizar la estimacién de esta forma no es valido debido a la presencia del sesgo
de f (Bowman & Azzalini 1997), el cual tendré el efecto de aumentar el valor de
la suma de cuadrados de los errores y por lo tanto sobreestimar el parametro de
varianza.

Por esta razon, dentro del contexto de la regresion no paramétrica existe un niimero
considerable de estimadores de o2, los cuales pueden ser considerados por separado
en dos grupos. En el primer grupo se encuentran los estimadores que dependen del
parametro de suavizacién, los cuales realizan la estimacién de la varianza basando-
se en la suma de cuadrados de los errores de un ajuste no paramétrico de f, por
medio de un método de suavizaciéon como Kernel o Splines. Algunos de estos esti-
madores son el estimador de Hall & Marron (1990), que estd basado en suavizacién
Kernel, y los estimadores de Wahba (1978) y de Buckley et al. (1988) que estén
basados en suavizacién Spline.

El segundo grupo esta conformado por los estimadores basados en diferencias, los
cuales se apoyan en las respuestas y; asociadas a una vecindad predeterminada de
x, estos estimadores tienen la ventaja de no depender explicitamente del parametro
de suavizacion. En este tipo de estimadores se asume el modelo de regresiéon de
la ecuacién 1, donde f es una funcién desconocida y los errores e; se asumen
independientes e idénticamente distribuidos con media 0 y varianza o?. Adem4s,
el diseno se encuentra ordenado de la siguiente forma 0 < z; <z <--- <z, < 1.
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Este tipo de estimadores no requieren ningin parametro de suavizacion. El orden
de los estimadores de diferencias viene dado por el nimero de observaciones que
se relacionan para calcular el residual local.

El més simple de estos estimadores fue propuesto por Rice ([B]) en 1984. Dicho
estimador puede presentar algunos problemas debido a que la diferencia (y;?y;—1)
puede ser influenciada por las fluctuaciones bruscas que puede presentar la funcién
de regresiéon f, y por lo tanto la estimacién de la varianza puede inflarse.

= 5 ol — i) ®)

Gasser et al. (1986) proponen el estimador GSJS, basado en interpolacién lineal, el
cual contrarrestaria el problema del estimador de Rice. Con este propésito los au-
tores proponen unos seudo-residuales, los cuales se obtienen tomando una tripleta
consecutiva de puntos de diseno x;_1, z;, T;+1, a fin de calcular la diferencia que
hay entre la linea recta que une las observaciones limites (z;—1,%i—1) ¥ (Tit1, Yit+1)
y la observacién central (x;,y;), de la siguiente manera:

~ LTi+1 — T4 Tj — Ti—1
= ——Yi 1+ ———Yi+1 — Yi
LTi41 — Tj—1 Tip1 — Tj—1
= a;Yi—1 + bi¥Yit1 — yi (4)

El estimador GSJS estéd definido de la siguiente forma:

1
o =iy Lt donde d = (a? 412 +1) ®)

Hall et al. (1990) introdujeron los estimadores basados en diferencias en forma
general. Una diferencia se define como una sucesion de ntimeros que cumplen con
las siguientes condiciones:

> di=0,Y d?=1, donded; #0 (6)

Se asume que d; = 0 para j < —my y j > mo, donde los valores mi,my > 0
Y d_m,dm, # 0 . El orden de la sucesién viene dado por m = mj + ms. Por
conveniencia en los cédlculos se toma m; = 0 y ms = m. Entonces el estimador de
o? basado en estas diferencias tiene la forma dada por la ecuacién ([7):

2
n—ms3
1

p—— > i djyjk (7)

k=mi+1 \j=0

2 _
OHKT —

Para la diferencia de primer orden, solamente se tiene un resultado valido para

(do,dq) el cual es dy = \/ii y di = —dp, que se define como la primera diferencia

AY = ”Z_—\/”{l , cuyo estimador coincide con el estimador de Rice (@]).
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Cuando se tienen diferencias de 6rdenes superiores, se obtiene més de una solucién
para cada orden, por lo cual se tendran infinitos estimadores de varianza de la
forma (7)) por cada orden. Por lo cual determinar el orden m del estimador, asi como
la escogencia de las diferencias es de gran importancia. Una forma de realizar dicha
asignacién, es por medio de una diferencia ordinaria que se usa comunmente:
()72 (-1) para0 <j<m,

dj =
0 en otro caso

(8)

El estimador de la ecuacién (@) con la asignaciéon de la ecuaciéon () se conoce
como estimador de diferencias ordinarias. Cuando se obtiene dicho estimador con
una diferencia de segundo orden, este coincide con el estimador GSJS (ver ecua-
cién (@), cuando se tiene un diseno equidistante, los valores de x; se encuentran
igualmente espaciados.

Hall et al. (1990) proponen una asignacién distinta, a la cual denominan diferencias
optimas de Hall, la cual estd basada en una definicién que se propone del ECM
de este estimador y la varianza asintética (descripeién formal del teorema en Hall
et al. (1990, apéndice 1)), los cuales son ambos iguales a n~'72, donde 72 se define
en la ecuacién ([@), en la que kx— denota la kurtosis de /0.

2 2

P =var(e?) + 200y (D didigi | =0t [ k+2> | didja (9)
k J

k£0 \

Teniendo en cuenta la definicién del ECM del estimador de Hall, se observa que
este valor solamente depende de los valores de d;, ademds de la distribucién de los
errores. En esta definicion se asume que la funcién f tiene un efecto insignificante
sobre el error cuadratico medio, ya que la funcién f se considera suave y los puntos
de diseno x; adyacentes se encuentran cada vez mas juntos, a medida que el tamano
de la muestra aumenta.

Se sigue que la asignacién éptima de los d; se obtiene minimizando la siguiente

expresion:
2

0= (D didjs (10)

k£0 \ j

Para el m-ésimo orden la diferenciacién sucesiva éptima y con 9§, se tiene que
§ = (2m)~1, por lo tanto:

Y didjr =—2m)"" (1< [k <m) (11)

Por lo cual la varianza asintética minima que se puede obtener utilizando una
diferencia sucesiva de m-ésimo orden es de n~'72, donde:

% = var(e?) + m ot (12)
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En Hall et al. (1990, apéndice 3), se plantea el siguiente cdlculo para encontrar las
diferencias éptimas:

Para un m, se observa que:

m k
D(do, -+ ,dm) =5 Y djdjx (13)
0

k=1 \j=

NN

D(dg, -+ ydp) = (dodm)* + (dodpm—1 +didy,) +- -+ (dody + - - -+ dp_1dp)? (14)

Ademés se asume que: s; = —(do+dp,), 53 =1—(d3+d2,), t1 = (5 — 17— %s%)%.
Por lo tanto, dy = —%sl +t1,dpy = —%31 —t71. Usando estas férmulas para dy y d;y,

ademds de tomar sy = dy + - +dpm_1 y $3 =d} +---+d2,_, y sustituyendo dy y
d, en la ecuacién (I4)), se obtiene una funcién que involucra solamente los valores
di,-+- ,dm. A estas expresiones se les incorpora las restricciones de las diferencias
(ver ecuacién (@) y se puede obtener los valores que minimizan la ecuacién (I3)
por medio de un método de optimizacion.

En la Tabla 1 se pueden observar las diferencias 6ptimas para estimadores de orden
1<m<5:

Tabla 1: Diferencias dptimas de Hall para estimadores de orden 1 < m < 5.
Fuente: Hall l. 1990.
(dOa ) dm)

(0.7071, —0.7071)
(0.8090, —0.5, —0.309)
(0.1942, 0.2809, 0.3832, —0.8582)
(0.2708, —0.0142, —0.6909, —0.4858, —0.4617)
(0.9064, —0.26, —0.2167, —0.1774, —0.142, —0.1103)

SHECNESU RN R )

En la Tabla 1 se observa que a medida que el orden aumenta uno de los valores
d; tiende a acercarse a la unidad mientras que los otros convergen a 0; también
se observa que este pico se encuentra en el medio de la diferenciaciéon cuando el
orden es par y en un extremo cuando el orden es impar.

Teniendo en cuenta la observacién anterior, Hall, Kay y Titterington realizaron
una asignacién forzando al d; central de la sucesién a asumir valores cercanos a
la unidad, mientras que a los otros los acercan a 0. Esta asignacion fue llamada
spike (pico). La asignacién de este tipo se hace de la siguiente forma:

. . m
Si el orden es par, v = 3

2’U 1/2 .
ara =
2 + 1 para J

—[202v+1)]Y? para0<j<v-16v+1<j<20 (15)

0 en otros casos

dj =
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: : _ m—1
Si el orden es impar, v = 5=
(2v +1 ) 1/2 .
7 para j =wv
d; = ~1/2 _ , _ (16)
— [2v(2v — 1)] pral0<j<v—16v+1<j<2v
0 en otros casos
5. Metodologia
Para el proceso de simulacién se plante6 el siguiente modelo de regresién:
yz:f(%)‘i‘au 1215277”’ (17)

Donde los valores y; representan las respuestas, f la funcién de regresion poblacio-
nal, x; la covariable y ¢; los errores aleatorios. Ademads se deben cumplir en todas
las simulaciones las siguientes condiciones:

= El diseno es equidistante, y los valores z; se encuentran ordenados en el
intervalo [0, 1], ademés no se tienen medidas repetidas en ningun valor de x;.

= Los valores ¢; son independientes e idénticamente distribuidos con E(g;) = 0

y var(g;) = o2.

= La funcién f es continua y doblemente diferenciable.

El proceso de simulacion se realizé en distintos escenarios, los cuales presentan
diferencias en la funcién de regresién, distribucion de los errores y tamanos de
muestra. A fin de obtener observaciones suficientes para realizar las comparaciones,
se consideraron 1000 repeticiones para cada simulacién.

Los diferentes cambios en cada uno de estos factores son los siguientes:

Funcion poblacional f:

= 8sin(0.5ma;) — 4 sin oscilaciones.
s 4sin(37x;) ndmero de oscilaciones bajo.

= 4sin(7mx;) nimero de oscilaciones alto.

Varianza de los errores: 02 = 0.5 (variacién baja), o = 1(variacién alta).
Tamano de muestra: n = 50, 100, 300.

Distribucion de g;:

= N(0,0?), distribucién simétrica.
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= [N(0,1)] — (%)1/2, distribucién asimétrica a la derecha
(%)1/2 — |N(0,1)], distribucién asimétrica a la izquierda

Las distribuciones asimétricas se definen a partir de una variable que se distribuye
semi-normal, definida como el valor absoluto de una variable que se distribuye
normal estdndar (Olmos et al. 2012). En ambos casos el procedimiento empleado
centra las distribuciones semi-normales en 0, pero mantiene una de ellas asimétrica
a la derecha y la otra a la izquierda (ver Figura 1).

(@) (b) (c)

0.8
L
0.8
L

densidad
0.4
1
densidad
0.4
I
densidad

0.2

0.0
1
0.0
1

x
x
x

Figura 1: Distribucion de los errores (a) distribucion asimétrica a la derecha, (b)
distribucion simétrica, (c) distribucion asimétrica a la izquierda. Fuente: elabora-
cion propia.

Los estimadores que se seleccionaron para realizar las comparaciones son los si-
guientes: el estimador de Rice (Ri), los estimadores HKT basados en diferencias
6ptimas de Hall, de orden 2 al 5 (Op2, Op3, Op4, Op5) y los estimadores basados
en diferencias ordinarias orden 2 al 5 (Or2, Or3, Or4, Orb). Hay que tener en
cuenta que el estimador de orden 1 de los dos métodos de asignacién seleccionados
coincide con el estimador de Rice. Ademds, cuando se tienen disenos equidistantes,
como en este caso, el estimador basado en diferencias ordinarias de orden 2 es igual
al estimador GSJS.

Como indicador para la comparacién de los estimadores se utiliza el error cuadrati-
co medio (ECM) empirico, calculado de la siguiente forma:

1000
1

ECM(6?) = 6% —0%)? =1,

S : 9 18
1000 & V° (18)

donde ‘332‘1' es la estimacion de la varianza por medio del estimador j en la simulacién
1. Este es un indicador que tienen en cuenta no solamente el sesgo del estimador
sino también su variabilidad.

Las simulaciones se llevaron a cabo usando el software estadisticos R siguiendo
estos pasos:

1. Se generan los valores de ¢; teniendo en cuenta la distribucién de los errores,
el valor de varianza y el tamano de muestra propuesto.
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2. Se generan los valores de y; siguiendo el modelo de la ecuacién ([T, teniendo
en cuenta cada una de las funciones poblacionales f propuestas. Donde x; =

i=0.5 ; _
==, 0 =1,-,n.

3. Luego de generar los valores de y;, se procede a estimar la varianza por medio
de cada uno de los estimadores seleccionados.

4. Los pasos anteriores se repiten 1000 veces para obtener la distribucién empiri-
ca de cada estimador y asi poder calcular el sesgo y el error cuadratico medio
(ECM) de cada uno.

Teniendo en cuenta las diferentes distribuciones de los errores, tamanos de muestra
y funciones de regresién se tienen 54 escenarios de simulacién, en los cuales se
realizaron las estimaciones de varianza por medio de los 9 estimadores propuestos.

6. Resultados

En cada una de las situaciones planteadas se estimé la varianza con cada uno
de los estimadores seleccionados para el estudio, luego se encontré el sesgo y el
ECM de cada uno y se observaron sus distribuciones de forma grafica por medio
de diagramas de cajas y alambres; todo ello a fin de realizar las comparaciones y
determinar en qué casos es mas recomendable el uso de uno de estos estimadores
sobre los demds. A continuacién se muestran diagramas de cajas y alambres y
tablas del ECM de las tres funciones que se simularon, bajo diferentes cambios en
los tamanos de muestra y varianzas.

Cuando se comparan todos los estimadores bajo la funcién que no presenta osci-
laciones (Figura 2) se observa que los estimadores basados en diferencias éptimas
de Hall (Op2, Op3, Op4 y Opb) presentan menor dispersién que los estimadores
basados en diferencias ordinarias (Or2, Or3, Or4 y Or5) en todas las simulacio-
nes, pero los ultimos presentan mejor manejo del sesgo cuando se tienen muestras
pequenias (n=50). Si comparamos el ECM de los estimadores (Tabla 2) se puede
observar que los valores para cada uno son muy parecidos, aunque los menores
valores se observan para los estimadores Op2, Ri y Or2.

Tabla 2: Error cuadrdtico medio de los estimadores bajo la funcion 8sin(0.57x) —4
para tamanos de muestra 50 y 300, y varianza igual a 0.5 y 1. Fuente: elaboracion
propia.

Caso Ri Or2 Or3 Or4 Orb Op2 Op3 Op4 Opb

n=50, 02 =05 0.014 0.018 0.023 0.027 0.030 0.013 0.017 0.025 0.044

n=>50, 02 =1 0.065 0.087 0.105 0.121 0.136 0.054 0.054 0.061 0.079
n =300, 02 =0.5 0.002 0.003 0.004 0.004 0.005 0.002 0.002 0.002 0.002
n =300, 02 =1 0.010 0.013 0.015 0.017 0.019 0.008 0.008 0.007 0.007

En la Figura 3 y la Tabla 3 se puede observar el comportamiento de los estima-
dores bajo los escenarios que tienen la funcién de regresién que presenta pocas
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Figura 2: Diagrama de cajas del sesgo de los estimadores bajo la funcion
8sin(0.57x) — 4 para tamanos de muestra 50 y 300, y varianza igual a 0.5 y 1.
Fuente: elaboracion propia.

oscilaciones. En la Figura 3 se aprecia que los estimadores basados en diferencias
ordinarias tienen buen control sobre el sesgo sin importar los tamanos de muestra
o el orden usado, a diferencia de los estimadores basados en diferencias 6ptimas
que presentan estimaciones con sesgos positivos, especialmente para tamanos de
muestra de 50, ademaés el sesgo es mayor a medida que aumenta el orden. Es im-
portante tener presente que estos sesgos disminuyen considerablemente cuando el
tamano de muestra es de 300, ademds presentan una variabilidad inferior que los
estimadores basados en diferencias ordinarias.

Al observar el ECM (Tabla 3) se aprecia que para tamanos de muestra pequenos
los estimadores basados en diferencias ordinarios son mejores que los estimadores
basados en diferencias éptimas, pero para las situaciones con tamano de muestra
de 300 estos ultimos tienen mejor comportamiento.

Tabla 3: Error cuadrdtico medio de los estimadores bajo la funcidn 4 sin(3mwx) para
tamanos de muestra 50 y 300, y varianza igual a 0.5 y 1. Fuente: elaboracion

propia.

Caso Ri Or2 Or3 Or4 Orb Op2 Op3 Op4 Opb

n=250, 02 =0.5 0.034 0.019 0.023 0.026 0.029 0.128 0.387 0.916 1.850
n =50, 02 =1 0.082 0.080 0.098 0.114 0.130 0.172 0439 0.975 1.906
n =300, 02 =0.5 0.003 0.003 0.004 0.005 0.005 0.002 0.002 0.002 0.004
n =300, 02 =1 0.010 0.013 0.016 0.018 0.021 0.008 0.008 0.008 0.009
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Figura 3: Diagrama de cajas y alambres del sesgo de los estimadores bajo la funcion
4sin(3wz) para tamanos de muestra 50 y 300, y varianza igual a 0.5 y 1. Fuente:
elaboracion propia.

Cuando se tienen modelos con la funcién de regresién que presenta mayor niimero
de oscilaciones, se puede observar en la Figura 4 que los estimadores basados
en diferencias éptimas de Hall presentan estimaciones extremadamente sesgadas,
aunque las medianas del sesgo parecen acercarse a 0 cuando el tamano de muestra
es de 300, al igual que en las anteriores simulaciones, pero bajo esta funcién estos
estimadores parece que necesitan tamanos de muestra muchos més grandes para
que se tenga buen control sobre el sesgo. Los estimadores basados en diferencias
ordinarias presentan comportamientos mas estables, puesto que todas las medianas
estuvieron proximas a 0.

En la Tabla 4 se puede observar los ECM de los estimadores, donde se puede
apreciar que para tamanos de muestra pequenos los estimadores basados en dife-
rencias ordinarias presentan mejor comportamiento que los basados en diferencias
optimas, pero cuando el tamano de muestra aumenta a 300, estos 1iltimos mejoran
considerablemente, aunque solamente el de orden 2 tiene un resultado similar al
de los estimadores basados en diferencias ordinarias.

Al contrario que ocurre con los anteriores funciones poblacionales planteadas, don-
de en algunos casos los estimadores basados en diferencias 6ptimas de Hall son una
buena alternativa, los estimadores basados en diferencias ordinarias son los tinicos
estimadores que presentan el comportamiento deseado para la estimacion de la
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Figura 4: Diagrama de cajas y alambres del sesgo de los estimadores bajo la funcion
4sin(7rz) para tamanos de muestra 50 y 300, y varianza igual a 0.5 y 1. Fuente:
elaboracion propia.

Tabla 4: Error cuadrdtico medio de los estimadores bajo la funcidn 4sin(7mx) para
tamanos de muestra 50 y 300, y varianza igual a 0.5 y 1. Fuente: elaboracion

propia.

Caso Ri Or2 Or3 Or4 Orb Op2 Op3 Op4 Opb
n =50, 02 =05 0.583 0.025 0.026 0.030 0.034 3.161 9.608 21.065 38.634
n=>50, 02 =1 0.622 0.084 0.097 0.110 0.122 3.230 9.708 21.286  39.117
n =300, 2 =0.5 0.003 0.003 0.004 0.004 0.005 0.005 0.012 0.028 0.056
n =300, 02 =1 0.011 0.014 0.016 0.019 0.021 0.011 0.017 0.032 0.059

varianza, siendo estos los estimadores recomendados cuando se tengan situaciones
similares a esta tltima.

Puesto que todas las situaciones simuladas anteriormente se hicieron bajo una
distribucién de los errores simétrica N(0,02), por lo tanto hace falta observar si
existen diferencias en las estimaciones cuando se tiene una distribucion asimétrica
de los errores. Para esto se presenta en la Figura 5, distribucion de los sesgos de tres
estimadores de varianza (el estimador de Rice, el basado en diferencia ordinarias
de orden 2 y el basado en diferencia 6ptimas de Hall de orden 2) por medio de
diagrama de cajas y alambres bajo tres condiciones distintas de distribucién de los
errores (asimétrica a la derecha, simétrica, asimétrica a la izquierda).

Comunicaciones en Estadistica, junio 2014, Vol. 7, No. 1



Comparaciéon de estimadores de varianza en regresién no paramétrica 63

(a) (b) (©)
0.3 n A " 03 0
8 o 03 - . 8 ° o
02 i - B i § g
’ . i 02 _!_ i £ 02 —+ § —i—
; ' i : —— i 1 - s
g %17 : i : 01 4 ! ! ' 01 4 i : ;
' —— ! ;
& oo 00 :
|+,  — l—:—‘ | — ) S—  — 0.0 1 1 T |
y ’
o1 | | | CEE : ; o : : ;
' ' : : 0.1 '
2 — T 02 —— 4= i — ]
T T T T T T T T T
o 5 o S o 5
2 - 8 k4 & 3 5 E 2
< < < 2 < 2

Figura 5: Diagrama de cajas y alambres de los estimadores bajo las tres condiciones
de los errores con la funcion 8sin(0.5mx) —4 y n = 100. (a) estimador de Rice
(b) estimador de diferencias ordinarias de orden 2 (c) estimador de diferencias
optimas de orden 2. Fuente: elaboracion propia.

En la Figura 5 se observa que los diagramas de cajas y alambres del sesgo del
estimador de Rice bajo las tres distribuciones de los errores no presentan diferen-
cias en sus comportamientos, al igual que ocurre con los otros dos estimadores
evaluados, lo que nos indica que estos estimadores de varianza no se ven afectados
por la distribucion de los errores; ocurre lo contrario con los estimadores que estan
basados en los diferentes métodos de suavizacion, los cuales deben asumir norma-
lidad de los errores. Cuando se simulan los resultados bajo los demas escenarios
planteados se tienen las mismas observaciones mencionadas anteriormente, como
también ocurre con los demas estimadores que se tienen en cuenta en este estudio.

7. Conclusiones

De los estimadores basados en diferencias éptimas de Hall, el estimador de orden 2
es el que presenta mejor comportamiento, puesto que en las simulaciones plantea-
das se observé que se producian estimaciones cada vez mas sesgadas y con mayor
ECM cuando el orden de este estimador aumentaba. Por lo cual no es recomen-
dable el uso de los estimadores basados en diferencias 6ptimas de Hall de érdenes
superiores a 2.

En ninguna de las situaciones simuladas se encontré diferencias en las distribu-
ciones de los sesgos de los estimadores basados en diferencias ordinarias, por lo
cual el uso de cualquiera de estos estimadores, sin importar el orden, produce
estimaciones muy similares bajo situaciones parecidas a los escenarios propuestos.

El estimador de Rice presenté buen comportamiento en algunas de las situaciones
planteadas, aunque en ninguno de estos escenarios presentd el mejor comporta-
miento sobre los demés estimadores. Es decir, el uso del estimador de Rice no se
recomienda en ninguno de los casos.

Cuando se tienen funciones sin cambios u oscilaciones el estimador basado en
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diferencias 6ptimas de Hall de orden 2 presenta mejor comportamiento que los es-
timadores basados en diferencias ordinarias, ya que este estimador presenta menor
dispersion que los otros estimadores y tiene buen manejo del sesgo; lo anterior se
ve reflejado en los menores valores del ECM. Al tener funciones con oscilaciones
es necesario que se tenga un tamano de muestra grande, para que este estimador
tenga mejor comportamiento que los estimadores basados en diferencias ordinarias.

Los estimadores basados en diferencias ordinarias tienen un buen manejo del sesgo
en todos los escenarios que se plantearon con las diferentes funciones poblaciona-
les. Pero tiene mejor comportamiento que los estimadores basados en diferencias
optimas de Hall cuando se tienen funciones con oscilaciones, y ademés el tamano
de muestra es pequeno.

No se encontraron diferencias significativas en ninguna de las distribuciones de
los sesgos de los estimadores cuando se plantean diferentes distribuciones de los
errores, por lo cual no es necesario asumir ningin comportamiento de los errores
para el uso de alguno de estos estimadores de varianza.

8. Trabajo futuro

Dado que en este trabajo se usaron disenos equidistantes, una posible extension
seria estudiar las diferencias que se presentan entre estos estimadores cuando se
tienen disenos aleatorios o disenos no equidistantes. De esta forma también se
pueden plantear diferencias entre el estimador basado en diferencias ordinarias y
el estimador GSJS, puesto que en caso de un diseno equidistante estos estimadores
son iguales.

Se podria ademas proponer algun criterio para establecer el tipo de estimador
basado en diferencias que se debe usar dependiendo de la situacién que se tenga,
como el tamano de muestra (puesto que se observé que el estimador basado en
diferencias ordinarias presenté mejor comportamiento cuando n es pequeno, pero
cuando n es grande los estimadores 6ptimos presentaron mejor comportamiento)
y el tipo de funcién.

Recibido: 22 de noviembre de 2013
Aceptado: 20 de marzo de 2014
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