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Resumen

El proceso de reservas es para las companias aseguradoras una base fundamen-
tal para el control de las carteras que se tienen contratadas; a fin de facilitar la
manipulacién del modelo matematico y probabilistico en ocasiones se discretiza el
modelo, de manera que los resultados aproximen a la solucién real en el continuo,
en este caso se utiliza el modelo binomial compuesto para dicho propésito. En la
mayoria de contextos se parte del supuesto de independencia, el caso que aqui se
considera se supone de dependencia entre dos tipos de reclamaciones denomina-
das: la reclamacion principal y la sobre-reclamacion o reclamacién subsecuente,
esta tltima estard asociada siempre que exista una reclamacién principal. El tipo
de modelo con reclamaciones relacionadas en el tiempo genera dos procesos de re-
servas, uno para cuando la reclamacién subsecuente no es retrasada a un siguiente
periodo de tiempo y otro donde se cubre el total reclamado, tanto por la recla-
macién principal como por la subsecuente. Ya que manipular dichos procesos por
separado es innecesario y poco practico, se genera a partir de las probabilidades
de supervivencia de ambos procesos y la manipulacién de funciones generadoras
de probabilidad, una ecuacién que recopila la informacién de los dos procesos de
reservas.

Palabras clave: procesos de reservas, funciones generadoras de probabilidad, pro-
babilidad de ruina, reclamaciones relacionadas en el tiempo, binomial compuesto.

Abstract

For insurance companies the reservation process is the fundamental basis for con-
trolling portfolios contracted to facilitate the manipulation of mathematical and
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probabilistic model. Sometimes the model is discretized so that the results appro-
ximate the real solution in the continuum, in this case the compound binomial
model is used for this purpose. In most contexts the assumption of independence
is assumed, in this article we consider dependence between two types of complaints
referred to the principal claim and over-claim or subsequent claim, the latter will
be involved whenever there is a claim principal. The type of model with time-
related claims process generates two reserves, one for when the subsequent claim
is not delayed to a next time and another where it covers the total claimed by
both the principal and by the subsequent claim. Since manipulate these processes
separately is unnecessary and impractical, we generate from the survival proba-
bilities of both processes and manipulate the probability generating functions, an
equation that collects information from the two processes of reserves.

Keywords: booking processes, probability generating functions, probability of
ruin, claims related in time compound binomial.

1. Introduccion

Las companias de seguros utilizan el proceso de reservas para hacer predicciones
sobre el comportamiento de los portafolios que se manejan, su principal aplicacion
es el calculo de la probabilidad de ruina.Ya que la probabilidad de ruina para
un proceso de superavit en tiempo continuo puede requerir un manejo matemati-
co dispendioso, algunos autores como Shiu (1989) y Dickson (1994) plantean la
discretizacion del modelo para conseguir resultados aproximados de manera més
sencilla. Uno de los modelos discretos mas utilizados es el modelo binomial com-
puesto, propuesto por Gerber (1988), debido a que desde este se puede hacer un
paso al modelo en tiempo continuo utilizando un limite al infinito.

A medida que el tiempo ha avanzado y las companias aseguradoras han presen-
tado distintos tipos de inconvenientes, donde los modelos cldsicos no brindan una
solucién, se ha hecho necesario implementar nuevos modelos matemaéticos y proba-
bilisticos; sobre todo, para distintos tipos de situaciones donde existe dependencia
entre las reclamaciones que se encuentran en un portafolio. Un modelo donde exis-
te dependencia es el planteado por Guo & Yuen (2001) y estudiado en detalle por
Castillo (2013); en dicho estudio aparecen la relacién entre los procesos de reservas
o superavit que se presentan cuando existe una reclamacién principal y una sobre-
reclamacién o reclamacion subsecuente. La ecuacién de relacién entre procesos de
reservas es utilizada también por Guo & Yuen (2001), con el propdsito de plantear
férmulas recursivas que permiten calcular la probabilidad de ruina en tiempo finito
para este tipo de modelo con reclamaciones relacionadas en el tiempo.

El documento que se desarrolla a continuacion presenta en la Seccion 2 las genera-
lidades del modelo binomial compuesto introducido por Gerber (1988) y tratado
por Rineén (2012) y Kaas et al. (2005). La Seccién 3 presenta los supuestos nece-
sarios y algunas caracteristicas del modelo binomial compuesto con reclamaciones
relacionadas en el tiempo. En la Seccién 4 se presenta el método para la obten-
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cién de la ecuacion que relaciona los procesos de reservas que surgen al estudiar el
modelo planteado en la Seccion 3.

2. Modelo binomial

En la literatura que trata sobre riesgo actuarial los autores presentan el modelo
de Poisson compuesto, dicho modelo es bastante practico ya que la distribucion de
Poisson depende de un tnico parametro A, asi mismo es comtin que los montos de
reclamaciones se supongan distribuidos de manera exponencial, esto para facilitar
la estimacién de parametros de una muestra; en este caso se presenta el modelo
binomial compuesto que, aunque evidencia mayor dificultad en modelos préacticos,
es mucho més sencillo para la manipulacion tedrica y, ademés, desde este se puede
encontrar una relacién con el proceso de Poisson. Es por ello que se presenta
este modelo que es introducido por Gerber (1988) y mencionado en extensién por
Rineén (2012) y Alfredo (2000).

Se dice que si en la funcién de riesgo colectivo

donde N es la v.a del nimero de siniestros y/o reclamaciones en un intervalo de
tiempo [0,7] y Y; es el monto de la i-ésima reclamacion.

Sila v.a N se distribuye de manera binomial, es decir N ~ bin(n, p), se dice que
la funcién de riesgo S sigue una distribucién binomial compuesta, que se nota
S ~ bincomp(n, p, G); en donde G es la funcién de distribucién de cada monto.

Algunas de las caracteristicas méas importantes para este modelo son las siguientes:

Si S se distribuye de manera binomial compuesta se tiene que:

E(S) =npE(Y)
Va?“( ) np((E(Y))* = p(E(Y))?)
(1 —p+pMy(t)"

3. Modelo binomial compuesto con reclamaciones
relacionadas en el tiempo

Se considera un modelo a tiempo discreto que involucra dos tipos de reclamacio-
nes de seguros, las cuales son la reclamacion principal y la sobre-reclamacién o
reclamacion subsecuente sobre las unidades de tiempo ¢t = 1,2,3. . ., se supone que
cada reclamacion principal induce una reclamacion subsecuente.
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En cualquier periodo de tiempo la probabilidad de tener una reclamacién principal
serd p, 0 < p < 1, y de no tenerla es ¢ = 1 — p, la ocurrencia de las reclamacio-
nes principales en diferentes periodos de tiempo son independientes, es decir la
ocurrencia de una reclamacion en el periodo k no depende de la ocurrencia en los
periodos de tiempo anteriores a k; asi mismo estd reclamacién no influird en la
ocurrencia de una reclamacién en los periodos de tiempo siguientes a k. La sobre-
reclamacion que estd asociada a una reclamacién principal ocurre en el mismo
periodo de tiempo con probabilidad 6 o puede ser retrasada al siguiente periodo
de tiempo con probabilidad § = 1 — 6; es acd donde se presenta el tipo de rela-
cién que existe entre la reclamacion principal y la sobre-reclamacién. Los montos
de reclamacién son independientes entre si y son enteros positivos, los montos de
reclamaciones principales X7, X3, X3... son independientes e idénticamente dis-
tribuidos con funcién de probabilidad comun

Fm) = fr = Pr(X = m)

para m = 1,2,3..., con su correspondiente funciéon generadora de probabilidad
dada por

f(z) = Z fm2z™
m=1

y con media
o0

wx = Z mf.

m=1
Sean Y7, Yo, Ys ... variables idénticamente distribuidas e independientes que repre-
senta los montos para las sobre-reclamaciones, con funcién de probabilidad comun

g(n) =gn = Pr(Y =n)

Paran = 1,2,3..., con su correspondiente funcién generadora de probabilidad
dada por
o0
g(z) = Z gn2"
n=1
Y con media
o0
Hy = Z nfn
n=1

Asumase que la prima por periodo de tiempo es de valor 1, que el superavit inicial
es u € Z1 y su proceso de superavit es

St)=u+t—Ux — Uy (1)

donde UX y UY es la suma de montos de las reclamaciones principales y sobre-
reclamaciones en los primeros t periodos de tiempo respectivamente, es decir

UE=yox y o=y,
i=1
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La probabilidad de Ruina en tiempo finito es
Y(u, k) =Pr(St) <0;t=1,2,3...,k) (2)
Y con esto la probabilidad de supervivencia sera
P(u, k) = 1= 9(u, k)
Este modelo supone el caso donde la ruina ocurre, ya que los fondos de la asegu-

radora son negativos.

Sea Uy la suma de U,;X y U,zf, entonces para el periodo de tiempo t = 1 se tiene
que

E(h) = E(U{* +U))
— B(UY) + B(UY)

Y utilizando el teorema de la probabilidad total y el hecho de independencia entre
los montos de los dos tipos de reclamaciones se obtiene

= ppx + pOuy

Pueden existir tres escenarios en los cuales se presenten las reclamaciones relacio-
nadas en cualquier periodo de tiempo, dichos escenarios deben tenerse en cuenta
en el momento de querer planificar sobre ellos y estos se enumeran a continuacion.

1. La reclamacién principal.

2. La reclamacion inicial y la reclamacién subsecuente inducida por la reclama-
cién inicial.

3. La reclamacién subsecuente inducida por la reclamacion inicial ocurrida pre-
viamente.

Bajo los posibles tipos de reclamacién ya mencionados, la esperanza matematica
de la suma de los montos de reclamaciones para un periodo cualquiera viene dada
por

E(Un+1) = E(Un) + pux + pOpy +p(1 — 0)uy

) + pux + phuy + popy
Un—1) + ppux + pOuy + popy + E(U)
Un-1) + 2(ppux + pOpy + popiy )

donde por induccién

= (n+ 1)pOoux + pOuy + npduy
np(pux + py) + pux + pOuy
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Por dltimo, en el planteamiento del modelo se asegura que la tasa de la prima
excede la tasa de reclamaciones netas y por lo tanto la carga de aseguramiento es
positiva, en términos de la esperanza de la suma de montos reclamados.

plux +py) <1 (3)

Ya que para algunos lectores puede parecer extrano plantear este modelo a un
escenario real, se ponen en consideracion las siguientes situaciones donde se puede
presentar este tipo de reclamaciones relacionadas en el tiempo; si se considera que
para una catastrofe, como un terremoto o una tormenta, puede ser muy probable
que ocurran reclamaciones de seguros después de los hechos inmediatos, o también
se puede considerar el caso en que un seguro de accidente tenga después de cobrada
la reclamacién el agravante posterior del suceso de muerte.

Otra posible interpretacién del modelo puede ser que la reclamacién subsecuen-
te sea tomada como una porcién aleatoria del total de reclamaciones, tomando
algunas unidades de tiempo para ser resuelto.

4. Ecuacion de relacién entre los procesos de reser-
vas que modelan dos reclamaciones relacionadas
en el tiempo

Cuando se presentan reclamaciones que se pueden enmarcar en el modelo mencio-
nado en la seccién 2, a su vez se manifiestan dos escenarios en los cuales difieren
los procesos de reservas, es por ello que a partir de los escenarios que se mencionan
a continuacién se genera una ecuacion que relaciona estos dos procesos.

El primero de los escenarios consiste en que si una reclamacion principal ocurre
en un periodo de tiempo determinado la reclamacién subsecuente también ocu-
rrird en el mismo periodo, por lo tanto no existiran reclamaciones para el préximo
periodo de tiempo y de esta manera el proceso de superavit se renueva; en este
caso el proceso de reservas o superavit que modela dicha situacién se presenta en
la ecuacién (2.1).

El segundo escenario es el evento complementario, que se mencioné anteriormente,
es decir si existe una reclamacién principal sobre su reclamacién se producird en
el siguiente periodo de tiempo. Ahora, si la reclamacién principal se produce en
el periodo anterior y su reclamacion subsecuente asociada se produce al final del
periodo de tiempo actual, se tiene el siguiente proceso de superavit condicionado
al segundo escenario

Sit)y=u+t-U*-U -Y (4)

parat = 1,2,3...y con S1(0) = u. Se nota ademds la probabilidad de supervi-
vencia al proceso condicional en el periodo k como ¢1(u, k) y con esto se obtiene
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por medio del teorema de la probabilidad total que

Glu—1,k) = qd(u,k—1)+p0 > dlu—m—nk—1)fmgn

m+n<u

+p(1=0) Y di(u—mk—1)fn

m<u

=qp(u, k= 1) +p0 > $lu—m—nk—1)frmgnt

m+n=1

J2) Z o1(u—myk—1)fn (5)
m=1

donde cada uno de los sumandos de la ecuaciéon anterior representa cada posibilidad
en las que se pueden presentar las reclamaciones en el periodo t = k, es decir

1. El primer sumando representa la probabilidad de que no exista reclamacién
principal en el periodo ¢ = k, por la probabilidad de supervivencia del periodo
anterior.

2. El segundo sumando representa la probabilidad de que exista reclamacién
principal y reclamacién subsecuente en el periodo t = k, por la probabilidad
de supervivencia del periodo anterior.

3. El tercer sumando representa la probabilidad de que exista reclamacién prin-
cipal en el periodo t = k y que la reclamacion principal sea retrasada al pe-
riodo k + 1, por la probabilidad de supervivencia del periodo anterior; es de
notar que en esta oportunidad se usa el proceso de superavit definido para
esta situacién en la ecuacién (3.1).

Ademas

Sr(u—1,k)=qY dlu—nk=1)go+pd > $lu—m—n—1k=1)fng.g

n<u m4n+i<u

+p(1=0) Y di(u—m—nk—1)fngn

m+n<u

Gr(u—1,k)=q Y dlu—nk=1)gn+pd > d(u—(m+n+1),k=1)fmgng

n=1 m-+n+l=1
+pd Y bi(u—(m+n)k—1)fmgn (6)
m—+n=1
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parau > 1y k > 1. Es claro que ¢(u,0) = ¢1(u,0) = 1 para todo u > 0. Se define
la funcién generadora asi

(;3(2,/6) = Z¢(uvk)zu Y al(zvk) = Z¢1(uvk)zu
u=0 u=0

Para manipular las ecuaciones (5) y (6) mediante las funciones generadoras de
probabilidad es necesario hacer un trabajo previo; para empezar se multiplicara la
ecuacién (3.2) por z*, de donde se tiene

22" Pu—1,k) = 2"q(uk — 1) +2"pf > dlu—m—n,k—1)fmgn

m—+n=1

—|—z“p52 d1(u—m,k—1)fm

m=1

u

22" p(u—1,k) = q(z"d(u, k=1)+p0( D 2TV G(umm—n, k=1)2"" frn2" gn)

m+n=1
u

+ p5(z 27 (uw—my k= 1)2" 1)

m=1

ahora, si a esta tltima ecuacién la sumamos a cada lado de 1 a infinito sobre u

z Z 2Tro(u—1,k) = q(z 2"¢(u, k — 1))
u=1 u=1
+p9(z Z 2 gy —m =k —1)2" frn 2 gn)
u=1m+n=1

—|—p5(z Z 27 (uw—myk—1)2" f1n)

u=1m=1

esto es por definicién de las funciones generadoras de probabilidad

20(2, k) = a(d(2,k=1)= (0, k—1))+pfo(2, k—1) f(2)3(2) +pd¢1 (2, k—1) f(2) (T)

utilizando los mismos argumentos sobre (3.3) se obtiene

201(2, k) = q(z, k = 1)g(2) + po(z, k — 1) 2% (2) + pddu (2, k — 1) f(2)g(2) (8)
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Ahora, teniendo en cuenta las funciones generadoras bivariadas

=N "0 btk di(zt) =Y dilz k)t y dot) = 60
k=0 k=0 k=0

y aplicando el mismo método que se utilizé para conseguir (3.4) y (3.5) se tiene

23 oz k)t = qt(d> (2, k—1)—¢(0, k—1)) ptoz¢z k—1)f(2)t*1g(z)

k=1 k=1 k=1

+ptd > iz k—1)f(2)th !

k=1

2(B(z,1) = 6(=,0)) = qt(Y_ "6 (2. k) = $(0,k)) + pt0 Y _ (=, k) f(2)t*5(2)

k=0 k=0

+pt6 Y bz, k) f(2)t"

k=0
2((z,t) — ¢(2,0)) = qt(d(z,t) — do(t)) + pOt f(2)3(2)d(z, ) + potf(2)d1(z,t) (9)

9(2)¢(z2,t) + pOt f(2)g%(2)d(2, ) + potf(2)3(z) 1
)7(2)¢ )

Z(&l(zvt)_qgl(zvo)) qtg (
9(2)(qt(z,t) + pot f(2)g(2)9(z, 1) + p(1 - O)t f(2

t)
))-

(2,
$1(z,t
(10)

Es de notar que ¢1(z,0) = ¢(2,0), donde por definicién y por propiedades de la
serie geométrica se obtiene

$1(2,0 ZgbuO Z

y con esto (3.6) y (3.7) pueden escribirse como

20(z1) = 7 = (at +pOLT(2)3(2)) (6(=. 1)) + p(1 = OLT () (@1 (1) = at(Jo (1)

z
1—2

261(21) = 72— = §(2)(#6(2:1) — 70— + qt(do(1)):
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Para combinar las dos ecuaciones anteriores, primero se tiene despejando de la
segunda ecuacién ¢y (z,t)

i L gy - 22 | an(0()

y por lo tanto

SO0 eyt ey, o~ L= 05C)
L tEp( = O)atdo(t)g(z)

z

¢1(2, )t f (2)p(1-0) =

y al reemplazar este valor en la primera ecuacion

262, 0~ = (0N 0+ L= gy -0z,

1
N f(z)pfl_—zﬁ)g(z) L e - i)qwo(f)?(z) — qt(do(t)

donde agrupando términos semejantes la ecuacién queda escrita como

2.0l — a4 PN = 2 o1 — gl P OTC)

1—=2
~atan() (1-p0- ) -y

Sea U,ZV el monto total de reclamaciones en los primeros k periodos en el modelo
binomial compuesto, con monto individual de reclamaciones W = X +Y . Entonces,
para encontrar la funcién generadora de probabilidad de U} notada como h(z, k)
se procede de la siguiente manera:

Para un periodo de tiempo cualquiera se tiene desde el teorema de la probabilidad
total aplicado al modelo binomial compuesto que

PrX+Y =Ek)=pdPr(X+Y =k)+p(1-0)Pr(X+Y =k)

si se desea expresar lo anterior mediante la funciéon generadora de probabilidad
entonces se tiene
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2)=> Pr(X+Y =kt
k=0

i [POPr(X +Y = k) +p(1 — 0)Pr(X +Y = k)| ¥
k=

+pf(2)3(2)

Usando la hipétesis de independencia de los montos de reclamaciones para cada
periodo se tiene que para los primeros k periodos la funcién generadora de probabi-
lidad h(z, k) = [¢+pf(2)g(2)]*. Ademds se notaran las funciones de densidad y de
distribucién de U}Y como h(i, k) y H (i, k) respectivamente. Con esto, si se divide
a ambos lados de (3.8) por z — th(z,1) es decir se multiplica por (z — th(z,1))~*

cuya expresion se puede ver como serie de potencias de la variable ¢ de la siguiente
manera

1
2z —th(z,1)

— tF(h(z,1))*
:Zt (Z(kJrl)) :
k=0

(z —th(z,1))"! =

Si se multiplica cada término de (3.8) por el resultado anterior, se toma la suma
Ziozo para todos los sumandos, se toma factor comin t* y se multiplica a ambos
lados de la ecuacién la expresién z¥, se obtiene que para k= 1,2,3...

k—
DR - A=Y Z B(0, k—1—)h(z, )21

+pa(1 = 0)f(2)g(2) Y 60,k =2 = jh(z, /)", (12)

La ecuacién (3.9) presenta la informacién que brindan los dos procesos de reservas
expresados bajo funciones generadoras de probabilidad, de las reclamaciones prin-
cipales y sobre-reclamaciones y en terminos de la probabilidad de supervivencia.
Guo & Yuen (2001) hace uso de esta relacién para presentar férmulas recursi-
vas para el cdlculo de la probabilidad de ruina, cuando se tienen reclamaciones
relacionadas en el tiempo bajo el supuesto de el modelo binomial compuesto.
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5. Conclusiones

Los supuestos de un modelo binomial compuesto permiten la manipulaciéon de
diferentes modelos en el area actuarial de manera menos dispendiosa o dificil, el
caso donde se intentan modelar dos reclamaciones relacionadas en el tiempo no es
atipico a este hecho. En este escrito se puede evidenciar que desde el trabajo sobre
dicho supuesto y la introducciéon de las funciones generadoras de probabilidad de
los montos de reclamaciones, tanto principales como de las sobre-reclamaciones, es
posible encontrar una férmula en términos de la probabilidad de supervivencia y la
funcién generadora de probabilidad comin que recopila los datos de ambos tipos
de reclamacion. Con la ecuacién presentada se puede generar un estudio, bien sea
sobre el comportamiento de la probabilidad de ruina o de supervivencia, o de las
funciones generadoras de probabilidad y por lo tanto de sus momentos factoriales
o sus valores puntuales de probabilidad.
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